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Bremen

Y Definitionen

e Det.: affin unabhangig

Gegeben: k+1 Punkte P, eR", 0< i<k .
Seien dadurch k Vektoren v; definiert: v; .= P; — Py, 1=1,...,k

Die Punkte P; heilen affin unabhangig <

P
die Vektoren v; linear unabhangig sind. o
* Beispiel:
Fo
* Llemma:

Falls die k+1 Punkte P; ¢ R" affin unabhangig sind = k<n.
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e Det.: affines Koordinatensystem

Wenn k+1 Punkte Py, ..., P, € R" affin unabhdngig sind, so definieren sie
ein affines Koordinatensystem (aka. affine Basis).

e Det.: baryzentrische Kombination, baryzentrische Koordinaten

Seien k+1 affin unabhangige Punkte P,,... P, € R" gegeben. Daraus kann
man weitere Punkte konstruieren mittels einer baryzentrische Kombination

(a.k.a. affine Kombination): k k
P:Z)\iPi, mlt Z)\,’:l, )\,ER
i=0 =0

Die A; heil3en baryzentrische Koordinaten von P bzgl. der
Koordinatensystems [Py, Py, ..., P]
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Y Eindeutigkeit der baryzentrischen Koordinaten

e Satz (0. Bew.):

Die Punkte Py,...Pr € R", k <n, sind affin unabhangig <
die affine Kombination bzgl. dieser Punkte ist eindeutig, d.h.

Vsi, t: € R mit ZS;:Zt,':].Z
ZS;P;:ZI';P,' &S Vi=0,... ks =t

* Konsequenz: falls die Punkte Py, ... P, € R", nicht affin unabhangig sind,

dann kann es mehrere mogliche A's geben!
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Y  Affine Abbildungen

* Definition:
Affine Abbildung := jede Abbildung ¢, die invariant bzgl. affiner

Kombinationen ist
Affine Invarianz bedeutet:

6(P) = oD AP) =3 A o(P)

* M.a.W.: eine affine Abbildung ist eindeutig durch die Bilder der affinen
Basis festgelegt.

* Vorgriff (0. Bew.): Affine Abbildungen "="

{alle lineare Abbildungen} + {alle Translationen}

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  November 2022 Baryzentrische Koordinaten



Bremen

Y Kleiner Exkurs: die konvexe Hiille

e Definition: konvexe Hulle

Seien Py, ..., Pr Punkte (nicht notw.weise affin unabhangige Pkte).
Dann ist die konvexe Hulle dieser Punkte definiert als:

CH(Po, .. P) = {P|P=" NP, D N=1 Vi) >0}

In diesem Fall gilt Vi: 0 < \; <1.
Eine solche Summe heildt auch konvexe Kombination.

-t

* Beispiele: o B
1
o P01 P]_ — Strecke f
P t ¢

o Py, P1, P> — Dreieck 0\ = Py
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@ Physikalische Interpretation

* Gegeben k-+1 Punkte Py,..., P, eR”
mit den Massen m;, > m; #0

[Eh >
e
UJS_
>
UJS_
e

 Definiere die "normierten Massen" \;, = meiv- h i

* Dannist der Punkt P =) \;P;
genau der Schwerpunkt der k+1 Punkte

* A.k.a. Barycenter
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W |solinien an einem Dreieck

/
//
=A+38(B—A)+~(C—-A) % N
Y
=(1-B-1)A+8B+C A
e Ve N = 1___\)/\:\ ________ Way /\\'““5 //\'
// . C \\P %
= aA+ BB +~C N . "
Y =U-"oR it & e - - -

mit o+ 8 +v=1 NS NS Q

Das funktioniert auch mit einem Dreieck o , Q

im R" ; die Zeichnung hier befindet sich O <
dann in der Ebene des Dreiecks!
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Y Haufige Aufgabe

* Bestimme die baryzentrischen Koordinaten eines Punktes P bzgl. des
Dreiecks A, B, C

* Losungsweg 1:
e Setze b=B-A,c=C-A,q=P-A

o Ansatz: Sb + ~c = q

e Lose das LGS

590
by, ¢ )\v) \ay
e Setze o =1— (3 —~
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LOosungsweqg 2

Verwende die Beobachtung: alle Punkte P mit dem selben Abstand von der
Geraden AC haben dieselbe baryzentrische Koordinate

Setze P N

ne-(P—A) C C
FAC(P) = n ‘(B — A) e = (—)é ) / P.’/
C X nc /7

Normierung

Damit ist FAC (A) — FA(:(C) =0,
und Fac(B) =1 (wegen Normierung)

Definiere analog Fss und Fgc

Damitist o = Fgc(P), 8 = Fac(P),y = Fas(P)
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Y Losu ngsweqg 3

* Nutze den geometrischen Zusammenhang zwischen Flacheninhalten und

baryzentrische Koordinaten:

Fa(P) = F(APBC)

F=Fs+ Fg+ Fc

G. Zachmann Computergraphik 1

WS November 2022
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@J) Erinnerung

* Flacheninhalt eines Dreiecks A, B, C ist

A(AABC) = % b xcl

1 B
=5 1 (B=A)x(C-A)|
C1B-A G-A[_ 1) 2T
- 21B,—A, C,—A,| 2 1y 1y 1y

* Achtung: Achte auf den korrekten Umlaufsinn !!

* Beobachtung: Flacheninhalt=0 — Det=0 < Dreieckistdegeneriert —
Punkte sind nicht affin unabhangig
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@ Exkurs: Geometrischer Beweis der Flachenformel

* Zu zeigen: F(AABC) = % [(Bx — A)(Cy — Ay) — (G — A)(By, — Ay)]

N\

J N\ J

]

[ ]

y Cx

der/n

1
2

-(Dreieck) = V2 - Basis - Hohe

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  November 2022 Baryzentrische Koordinaten

16



Bremen

Y

Beweis der Losung 3

* Gegeben sei ein Dreieck A, B, C, und darin ein Dreieck P, Q, R

* Die baryzentrischen Koordinaten von P, Q, R bzgl. A, B, C seien

P : (OéPﬁP,WP)

d.h.

Q : (g, Bq.7q)

P:OJPA—FBPB—F’YPC

e (Generalized Routh's Theorem:

G. Zachmann

A(APQR) =

Computergraphik 1

ap Pp P

aQ Bo 7o
ar  BOr YR

. A(AABC)

WS November 2022

R (ar, Br.YR)
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@J) Beweisskizze fur Routh's Theorem

e Zur Erinnerung: Determinanten sind linear, d.h.

sa+th ¢ di=sla ¢ d|+t-lb ¢ d

* Damit braucht man A(APQR) nur noch ausrechnen:

2A(APQR) =
aPAX + 5PBX + /YPCX &QAX + 5QBX + /YQCX aRAX + ﬁRBX + /YRCX
PX X RX
P Q n|_ apA, + fpB, +vpC, @A, + BeB, +70C, arA, + BrB, +rC(,
y Qy Yy
R ap+ fp+p aQ + fo + 7 ar + Br + R
he
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Y Erinnerung: lineare Interpolation

* Sei ein skalarer Wert an P und Q vorgegeben: f(P)=f1, f(Q)=f>

e Dann kann man jedem Punkt X auf der Geraden PQ einen Wert f(X) zuordnen

o Seitder Parametervon X,also X =(1—-t¢t)- P+t-Q

o Dann setze f(X) = (1 —t)-f(P) + t-f(Q)
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Baryzentrische Interpolation

e Gegeben: "Hohen" f4, fs, fc an den Punkten A, B, C (z.B. f=
Grauwerte)

e Gesucht: eine Funktion f, so dal} die f4, f, fc interpoliert werden

* |dee: fur einen beliebigen Punkt X, bestimme dessen
paryzentrische Koordinaten, interpoliere damit die

~unktionswerte

* Konkret: Sei X = aA+ B+ ~«C

* Setze f(X) = afs + Bfg + Yfc

* Funktioniert auch fur X auBerhalo AABC
 Funktioniert auch fir fa, fg, fc € R™ (z.B. Farben)

* Bemerkung: Auf den Kanten des Dreiecks entspricht dies gerade
einer linearen Interpolation
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Y Weitere Anwendung: Punkt—in—Dreieck—Test

e Der Punkt X ist im Inneren des Dreiecks < o, 3,7 > 0
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Y Algorithmus von Pineda

[1988]

* Berechne baryzentrische B W 2 T oo oot

Koordinaten fur alle Pixel (-
mittelpunkte)

e Falls innerhalb des Dreiecks:
berechne interpolierte Farbe und
setze das Pixel

® Bemerku ng: (Xmin, Xmax, )/min, Ymax) |St
die Bounding-Box des Dreiecks

* Parallelisierung: hier
"embarrassingly parallel", da es
innerhalb der Pixel keine
Datenabhangigkeit gibt

G. Zachmann Computergraphik 1 WS November 2022

for x = x5, ... Xpox:

berechne &, B, Y

if ®* >0 and B > 0 and Y > O:
C = ®C, + PBCz + YC.

zeichne Pixel (x,y) mit Farbe C

Polygon rasterization, triangulation, area filling
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Y Optimierung im Falle einer sequentiellen Berechnung
°* Beobachtung: a ist eine lineare

Funktion in der Ebene, m.a.W., « hat

die Form Do onnonnE
@:ax+by+c _—|—b%..............
. ) _—|—b$—>-—+---- o|loef|o|lo|lo|o]|o|o|o]e]e
Dito fur g, y _§515+5151a A PO PO O O
* Verwende die algorithmische Technik ‘
der inkrementellen Berechnung (auf a(x+1,y)=alx,y)+a

Gitter)
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Y Anwendung: kurzester Abstand zwischen Punkt und Dreieck
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Y Anwendung: Schnittest Dreieck-Dreieck

e Das Problem "Collision Detection":

* Finde ein (oder alle) Paare von Polygonen, die
sich schneiden (witnesses)

* Viele pfiffige Verfahren, aber Grundoperation
am Ende ist immer ein, bzw. viele Polygon-
Polygon-Schnittests

* Vereinfachung: zwei Dreiecke

e Verfahren:

* Teste alle Kanten von B aut Schnitt gegen A

* Und nochmal umgekehrt

* Abbruch, sobald der erste Schnitt gefunden
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Schnitt Kante-Dreieck

* Ansatz

* Ebenengleichung: n-X—-d=0 P o > N

— Q

* Liniengleichung: X=P+tr, r=0Q-P

* Einsetzen: m-r)—d+nP=0
d — nP
= [ =
nr

* Check: e [0,1] falls nein — kein Schnitt; falls ja — X ausrechnen

* Baryzentrische Koordinaten fur X berechnen — «, g, v

* Check: a, g, y > 0 ; falls ja — Schnitt

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  November 2022 Baryzentrische Koordinaten
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Y Verallgemeinerung der baryzentrischen Koord. in 3D
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Y Anwendung: Mesh Simplification

* Ziel: erzeuge "low-poly" Meshes
aus gegebenem "high-poly" Input

* Fundamentale Operation: ﬂ‘A
edge collapse . IV
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e Position von V wird durch
Simplifizierungsalgorithmus bestimmt

 Problem: berechne Farbe (u.a. Attribute) far
den neuen Vertex V

* V liegt wahrscheinlich im Inneren des
Tetraeders PQRS, aber nicht notwendigerweise

e Losung:
* Berechne baryzentrische Koordinaten von V
bzgl.P, Q,R,S — a, B, 7,6

* Interpoliere damit die Farben der Ecken

e Welche Falle konnen vorkommen?

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  November 2022
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Spezielle Punkte im Dreieck FYI Mg

* Viele spezielle Punkte im Dreieck lassen sich mittels baryzentrischer Koordinaten
sehr leicht angeben / ausrechnen
(0. Bew.):

Punkt B
Schwerpkt. 1
Auflenkreis zu A C
Inkreis ¢
Umbkreis a’(b? + c? —b?)  ?(a®+ b% — c?)
C
b a /'/”
A ,./'/
. B o {
Bezeichnungen Umbkreis Inkreis

* Achtung: die Koordinaten sind ohne Normierung angegeben — diese mul} man also vor einer
tatsachlichen Verwendung noch durchtihren!
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Y Geometrische Verhaltnisse im Dreieck

G. Zachmann

Computergraphik 1

S.a. die Links zu Demos auf der VL-Homepage

WS November 2022

FYI
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