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U Vektoren

e Notation: in dieser VL schreiben wir Vektoren mit kleinen fetten Buchstaben:

by
a=1\1|a | b=15b
b,

* Betrag / Lange:

lall = Va2 +a2+a? =a

® Beweils:
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* Geometrische Interpretation der Vektor-Addition und Vektor-Subtraktion:

Addition Subtraktion
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Y Berechnung der Normalen der Eckpunkte eines 3D-Modells Sl

* Die Dreiecke bilden nur eine Annaherung an die
wirkliche (unbekannte) Oberflache eines Objektes m
* An den Vertices hatte man gerne die Normale der

ursprunglichen Flache, nicht der Dreiecke! M
* Algorithmus:

1. Zu Beginn berechne eine Normale fur jedes Polygon

2. Bestimme fur jeden Vertex, welche Polygone diesen
enthalten (Inzidenz)

3. Bestimme den Mittelwert der Normalen dieser
angrenzenden Polygone

e Einfach aufsummieren, dann normieren
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Y Unterschied zwischen Punkten und Vektoren ‘

e Notation: Punkte mit normalen GrolRbuchstaben
* Achtung: Punkt = Vektor !

* Unterschiedliche Bedeutung:
® Punkt=Ortim Raum
* Vektor = Richtung + Lange = Verschiebungsoperator (wirkt auf Punkte)
* Merkregeln:
® Punkt + Vektor = Punkt P

* Vektor + Vektor = Vektor Q /
o p-Q

e Punkt - Punkt Vektor (Notation: QP )

e Punkt + Punkt = Nonsense!

* Korrespondenz zwischen Punkt und Vektor mittels Ursprungspunkt O :

p=P—-0 P=0+p p heillt Ortsvektor
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W  Warum eine Addition von Punkten sinnlos ist ~ Just FYl %

VR =

P+QY S Zumindest, wenn man einfach die Ortsvektoren
Ry . (& - addieren wiirde, wire das Ergebnis nicht
&xa/ invariant bzgl der Wahl des Ursprungs!

Andere Argumentation: ein Additions-Operator auf Punkten musste
invariant gegenuber Verschiebung sein (sonst wirden Beweise nicht
nur von der relativen Lage der Punkte zueinander abhangen, sondern
auch von der absoluten Lage im Raum!).

Betrachte nun zwei Punkte P, Q, und setze R=P + Q.

) /) - F
\4 (\}.‘\\'(\\."}(,“'f '\ "(A\ TREEN ‘(('(’\/\M(,\\u‘\

Haken bei der Argumentation: man macht hier schon Gebrauch (€A L (BtX) m (0% &\ + 2L
von einer bestimmten Definition des Additions-Operators. |
Ubrigens: wenn man diese Argumentation akzeptiert, dann sieht w3 0 |
man sehr schon, dass es bei einer baryzentrischen Kombination Cot AblAs [ olonns WMy 7
deswegen gut geht, weil dort die "partition of unity" gegeben ist. |
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U Das Skalarprodukt (dot product)

* Definition: a-b=ab,+a,b, + a,b,
a
* Eine geometrische Bedeutung:
a-b = |a|-|b|-cos a b

* Beweis (2D):
® Sei 8, =Winkel zwischen a und x-Achse
* Damitist cosa = cos(f, — 6,)

— cos f,cos b, + sinf,sin 6,
ay by a, b,

~ fal|b] "~ [a][b
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e Alternativer Beweis (n-dimensional):
* Verbinde a und b starr miteinander

* Rotiere beide so, dass b auf der x-Achse zu liegen kommt — b',
und a irgendwo in der xy-Ebene — a'

(der Winkel @ zwischen beiden bleibt unverandert)

e Damitist 3’b=a’/b=a’ R 'Rb

— (aTRT)(Rb) — (Ra)T(Rb) _ a/-b/ a:; I
—(a, 4, 0 --- 0)-(b, 0 0 --- 0
— a -b. = |a’|cosa-|b’| = ||a]|-||b|| cosa
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G. Zachmann

Weitere geometrische Bedeutung des Skalarproduktes

* Die senkrechte Projektion: a

a— b|=|a|-cosa = —
b|

* Mit anderen Worten: das Skalarprodukt mit einem Einheitsvektor lasst sich
als senkrechte Projektion auf diesen Einheitsvektor interpretieren;

d.h,, falls |e| =1
dannist [a — e| = a-e

Computergraphik 1 WS  October 2022 Geometry recap
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Y Darstellung eines Vektors bzgl. einer orthogonalen Basis %l

e Wahle eine Basis e, e, €3 (Einheitsvektoren!)

* Berechne die Projektionen von a auf die Achsen:

d-€1 —. d1 \

\a
d-€> = as T e
d-€3 = as

e Rickgewinnung von a aus den Koordinaten (a1, ay, a3):
: di
a—a;'e;+arey+aze;=\|e e e3|-|a

d3
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U Eine Konvention bei 3D-Koordinatensystemen "

Conventional
color coding:

XY, Z
Left handed Right handed
system system
(Rechtssystem)

(Linkssystem)

f// . . ] . B | 7.. . T
Achtung: wir verwenden immer das rechtshandige

- Koordinatensystem! (auler, es steht etwas anderes da)
g o y
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Y Leider verwenden nicht alle SW- Systeme diese Konvention :-( Bl

LY-Up ' Z-Up

¥ copor h
Right-handed |  “lis# Semeenore

Houdinis @ e

%%AI?B%E(T; s MODO AAUTOCAD B SketchUp

- MAYA | <@ crY=NGINZ| SOUrFcCe

A®)blender | 3 3DS MAX

ENGINE

unity | & Lightwave
Left-handed Q y ‘@ = @UNREAL

‘ CINEMA 4D %ZBRUSH
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Y Das erste (?) Koordinatensystem §

fl
|
1

Alberti hat um 1450 Polarkoordinaten beschrieben Alberti hat auch Zylinder-Koordinaten

und eine Karte von Rom in Form einer Tabelle der beschrieben (in seinem Buch De Statua), und
glchtfgfn Eubf?kfn der Stafjffc'”tsl.e'ﬂtem Buch eine Vorrichtung, das finitorium, mit dem man
escriptio Urbis Romae verotientiicht. Statuen "einscannen" und kopieren konnte.
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Y Anwendungsbsp.: Umkugel um 3 Kugeln
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Y Ungleichungen

® Dreiecksungleichung:

|la+bj < |la]| + ||b]

* Schwarz'sche Ungleichung:

G. Zachmann Computergraphik 1

a-b| < ljal|-|b]

WS  October 2022

Geometry recap

16



Bremen

Y

Das Kreuzprodukt (cross product)

e Definition in 3D:

* Ergebnis ist ein Vektor,
der senkrecht auf beiden Vektoren steht

* Lange des Vektors = Flacheninhalt des von
a und b aufgespannten Parallelogrammes:

c| = [ax b| = |a]-|b|- sina

* Nuatzlich zur Erstellung von
Koordinatensystemen (spater mehr)

G. Zachmann

Computergraphik 1

WS  October 2022
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* Eselsbrucke: Rechte-Hand-Regeln

c=axhb

A

G. Zachmann Computergraphik 1

WS  October 2022

Geometry recap
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@ Demo ‘

ene < im} 0 & geogebra.org ¢ o 1] [al ene < m O ll= & mathinsight.org (& o i) il
Filosofix  Chronicle of Higher Ed  PHD Comics  Omnisophie  Our World In Data  xkcd: Lifehacker Numberphile ARTE bahn.business 3sat > Filosofix Chronicle of Higher Ed  PHD Comics  Omnisophie  Our World In Data  xkcd:  Lifehacker Numberphile ARTE bahn.business 3sat >
ol 02 - Geometry recap - Mentimeter '§" ARSnova € Cross Product Demo - GeoGebra + ol 02 - Geometry recap - Mentimeter 5" ARSnova The cross product - Math Insight
) p | Inthreads | Linl Contact us
= GeQGeer CREATE CLASS :
bl
Cross Product Demo
This formula shows that the magnitude of the cross product is largest when
Author: dshaft
aand
Topic: Multiplication, Vectors b are perpendicular. On the other hand, if
aand
Enter in values for the components of & and b b are parallel or if either vector is the zero vector, then the cross product is the zero vector. (It is a good thing

Click the button to see a demonstration of one method of how to calculate the dot product.
Step 1: Write each vector in a column twice, lining up their components.
Step 2: Remove the topmost and bottom most element from each column.

that we get the zero vector in these cases so that the above definition still makes sense. If the vectors are parallel
or one vector is the zero vector, then there is not a unique line perpendicular to both

aand
Step 3: Draw your arrows from left to right down then up for each number in the left column 5 2 v v . .
Step 4: Record the products that the arrows designate, subtracting the "up" products from the "down ones for each pair. Note that each pair of crossed b. But since there is only one vector of zero length, the definition still uniquely determines the cross product.)
arrows is used to find one component of the resultant vector.
Step 5: Simplify each component of the resultant vector. Below is an applet that helps illustrate how the cross product works. Although it is admittedly hard to

When the demo is finished, click the second button to see an alternate method.

Step 1: Write each vector as a row, one under the other

Step 2: Cover the x components and calculate the product "down-right" subtract the product "up right"

Step 3: Cover the y components and calculate the product "down-left" subtract the product "up left" NOTE this is backwards compared to other steps
Step 4: Cover the z components and calculate the product "down-right" subtract the product "up right"

Step 5: Simplify each component of the resultant vector.

manipulate in a precise manner, you can convince yourself that the above properties of the cross product are
satisfied by the cross product vector shown in the applet.

z
i=(2,2,1) o
3'2
b 1

@ ©3)- (1)¢2),
=((6) - (-2), (1) - (6) ,(-4] ; (2))
b (in green),

=( 8, -5, -6
(8,-5,-6) [see Another way
¢ = a X b. The parallelogram formed by

-z aand

- b is pink on the side where the cross product

¢ points and purple on the opposite side. Using the mouse, you can drag the arrow tips of the vectors
aand

b to change these vectors. See how the cross product

¢ and the parallelogram change in response. (You cannot change the red cross product vector

¢ directly.) The three-dimensional perspective of this graph may be easier to perceive if you keep the figure
rotating by dragging it with vour monse.

Cross product. The vector
¢ (in red) is the cross product of the vectors
a (in blue) and

X

What do you notice about the components being used to calculate each part of the resultant vector?
Which components are being used from the original vectors to calculate the x-component? The y? The 2?
Although it doesn't look like it because it is drawn in 2 dimensions, the resultant vector is perpendicular (or normal) to both of the original vectors. Can you

https://www.geogebra.org/m/KjAtKEpr https://mathinsight.org/cross_product
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Y Beispiele zur Motivation fiir folgende Rechnung
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7. CG :l:

g R

e Kamera-Koordinatensystem:

* Gegeben: ein Viewpoint (virtuelle Kamera) und eine (Haupt-)Blickrichtung oder
ein "Center of Interest"

* Gesucht: ein Koordinatensystem mit x = "rechts", y = "oben", z = view dir.
e Billboards:

* Gegeben: Dreieck (Mittelpunkt des Dreiecks), Viewpoint

* Gesucht: Koordinatensystem mit Ursprung im Dreiecksmittelpunkt, z-Achse
Richtung Viewpoint, und x,y senkrecht dazu (egal in welche Richtung)

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022 Geometry recap 20
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U Konstruktion eines Koordinatensystems g .

FYl:
Die Verallgemeinerung im

o Hauﬂge Aufgabe: n-dim. Vektorraum heif3t

Gram-Schmidt-Verfahren

* Ein Vektor a ist gegeben (z.B. Blickrichtung)

* Erstelle dazu eine Orthonormalbasis
* Nicht eindeutig, aber oft genugt irgendeine Orthonormalbasis

* Algorithmus:

a
1.Setze w = —
a

2.Fur u und v bendtigen wir irgend einen Vektor t, der nicht kollinear zu w ist;
z.B. setze t := w, und ersetze die betragsmalig kleinste Komponente durch 1

tXw
3.Setze u = V=W XU
t X w]

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022 Geometry recap 21
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Y Eigenschaften des Kreuzproduktes

* Einfache Eigenschaften:

XXY =72 YXZ=7TX ZXX=-7TY

axb=-bxa (antikommutativ / schiefsymmetrisch)

axb=0<« a=Mb
ax(b+c)=axb+axc (distributiv)
a x (kb) = k(a x b) (linear)

* Es gilt die Jacobi-ldentitat:

ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022

Geometry recap

22



Bremen

Y

* Es gilt nicht die Assoziativitat!

ax(bxc)#(axb)xc

* Es gilt nicht das Ausloschungsgesetz!
axb=axc#Ab=c

* Zusammenhang zwischen den Betragen von Kreuz- und Skalarprodukt:

[ax b[* + (a-b)” = [a[*|b]

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022 Geometry recap
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Y Exkurs FYI

* Das Kreuzprodukt lasst sich auch als Matrix-Vektor-Produkt schreiben

* Definiere dazu die zum Vektor a duale (schiefsymmetrische) Matrix a* :

0 -—a, a, b,
axb=a"b=| a 0 —a, b,
—a,  ay 0 b,

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022 Geometry recap
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* Die Darstellung mit schiefsymmetrischer Matrix hat viele Vorteile, u.a.:

T

’ aT-(bXC)#(aT-b)XC aber d -(bX-C):(aT-bX)-C

*ax(bxc)#(axb)xc apber a*(b*c)=(a"b”)c

* Fazit: bei der Schreibweise mit schief-symmetrischer Matrix a*
gilt die Assoziativitat!

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022 Geometry recap
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e Warumist a*(b*c)=(a”"b*)c
aber trotzdem ax (bxc)#(axb)xc ?

 Weil (a x b) x c aquivalent zum Ausdruck (a x b)*c ist,
aber die Matrix (a x b)” verschieden ist von der Matrix a*b”

* Hintergrund:

e Beim Ausdruck a”c wird die Matrix a” als konstant betrachtet und ist eine
lineare Abbildung, die auf den (variablen) Vektor ¢ wirkt

* Dasselbe gilt fir den Ausdruck g x ¢ : wenn a konstant ist, ist das ein linearer
Ausdruck in den Koordinaten von ¢

* Lineare Abbildungen, die hintereinander ausgefuhrt werden, ergeben wieder
eine lineare Abbildung

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022 Geometry recap 27



Bremen

Y  Das Tripel-Kreuzprodukt ~ FYI

* Zusammenhang zwischen Kreuzprodukt und Skalarprodukt:

ax(bxc)=b(ac)—c(a-b)

* Heildt auch "triple product expansion", "triple cross product identity" oder
Grallmann-ldentitat oder Gralmannscher Entwicklungssatz

* Eselsbricke: "ABC = BAC- CAB" ("erst backen, dann kappen")

® Oder: alle zyklischen Permutationen von A,B,C

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022 Geometry recap
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U Flacheninhalte g

e Flacheninhalt eines Dreiecks: R
1 _ b
A(APQRR) = > lall-||b]| sina
_ L axb| NS
.
a

* Erweiterung: Flacheninhalt mit Vorzeichen

axb| , P, Q, R gegen Uhrzeigersinn

A(APQRR) =
(APQR) { axb| , P,Q, R im Uhrzeigersinn

NI N

* Achtung: ist eine reine Konvention / Definition — sie ist in keiner Weise der Geometrie
inharent! (aber eine sehr praktische Konvention, macht aber so nurin 2D Sinn!)
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e Satz ("SPQR-Satz"):
Sei PQR ein Dreieck und S ein beliebiger Punkt in derselben Ebene.
Dann gilt:

A(APQR) =A(ASPQ)+ A(ASQR) + A(ASRP)

* Bezeichnung: OPQRS = Viereck ( quadrangle, quadrilateral)
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@ Bewelis

1. Fall: S liegtim Inneren des Dreiecks

— Behauptung ist klar

2. Fall: § liege aulRerhalb des Dreiecks
* Annahme: § =$;

e Klar ist:

A(APQR) = A(LLPSQR) — A(ASQP)

= Behauptung

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022 Geometry recap 31
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3.Fall: §=35>

* Dannist A(APQR)=A(ASRP)—-A(ASQP)— A(ASRQ)
und A(ASPQ) <0
und A(ASQR) <0

= Behauptung

* Falls § in einer der anderen Regionen liegt, folgt die selbe
Behauptung durch Umbenennen der Ecken des Dreiecks

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022

Geometry recap
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Flacheninhalt als Determinante

* Eine alternative Berechnung des Flacheninhaltes eines Dreiecks:

1

A(LPQR) = 7 det . P,Q ReR?

D L0
PP
—

® Beweisskizze:
* P,Q, Rin R’ einbetten mit jew. z=0

* Determinante vergleichen mit der z-Komponente von (@ — P) x (R — P)

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022 Geometry recap
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U Polygone g

* Definition: ein Polygon ist ein geometrischer Graph P=(V, E£), mit Knoten
V={V,,V;,...,V,1} CR? d=2, und Kanten E={ (Vo,V1), ..., (V..1, Vo) }, so dass
alle Knoten in einer Ebene liegen.

e Die Knoten werden (engl.)
vertices (sg. vertex) genannt

* Fast immer verlangen wir (nehmen wir an), dass das Polygon einfach ist =
der Schnitt zweier Kanten aus E ist entweder leer oder genau einer der
Vertices aus V, und dass jeder Vertex zu genau zwei Kanten inzident ist
(d.h., keine Selbstschnitte, keine "losen Kanten")

* G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022 Geometry recap 35
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Y Flache eines Polygons

e Definition (Ohr):
Sei V', ..., V" ein tUiberschneidungsfreies Polygon in einer Ebene.

Eine Ecke V' heillt "Ohr" gdw. die Strecke V/~1V*! komplett im Inneren des
Polygons liegt.

e Satz (ohne Beweis):
Jedes Uberschneidungsfreie Polygon in einer Ebene hat mindestens 2 Ohren.

e Satz (Flache eines Polygons):

Fiir jedes geschlossene, tiberschneidungsfreie Polygon V', ..., V" und einen
beliebigen Punkt P in der Ebene qilt:
A(Polygon) = » A(APV'V'H) = %Z ViVt — vVt
=1 =1

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022 Geometry recap 35
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e Beweis: Teil T

* Induktionsanfang: n =3

Aus SPQR-Satz = A = A(PV'V?)

A(PV2V3)

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022
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* Induktionsschritt: n > 3
o.B.d.A.ist V" =Ohr

(sonst die V' umnummerieren)

Nun gilt:

n—2
A= APVVT) + A(PV™IVY) + A(VIVITVY)
=1
Induktlonsv;raussetzung 1

APVIV™) £ A(PV™IVT) + A(PVIVY)
= Behauptung

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022 Geometry recap 37



Bremen

U Geometrische Pradikate ("Tests") g

* Ein geometrisches Pradikat ist eine Formel / ein Algorithmus, die erfullt ist /
der "wahr" liefert, wenn eine bestimmte geometrische Bedingung erfullt ist.

 Beispiel: sind zwei Kanten PQ und RS parallel?

P
* Losungen: R-Q
1. PQ parallel zu RS < (Q —P) x (S—R) =0
sc. (Q—P) (S—R)

2. PO llel RS : —1
@ parallel zu R> < 1 B 5= R

S

3. Weitere?

e Beachte die numerische Robustheit!

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022 Geometry recap 39
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@ Beispiel: schneiden sich zwei koplanare Kanten?

e Das Pradikat: " PQ und RS schneiden sich"

kann man mathematisch so fassen:

* Achtung: funktioniert nur, wenn diese

Voraussetzung ertullt ist:

* Alle 4 Punkte befinden sich in einer Ebene

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022
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Konvexitat Ly

e Definition Konvexitat:
Ein Gebiet G C R¥ ist konvex <

far alle Pi, P, € G die gesamte Linie PP, C G ist.

* Bemerkung:

e Das Gebiet muld nicht beschrankt sein

* Die Aussage "ein Polygon ist konvex" meint eigtl., dal® das
von dem Polygon umschlossene Gebiet (inkl. Rand) konvex ist

* Aufgabe: stelle fir ein gegebenes Polygon fest, ob es

konvex ist

e Losung: berechne an jeder Ecke Vi X V11, v; = P, — Pj_1, - Piy; —X
und teste das Vorzeichen der z-Komponente y — > Pi

* Voraussetzung: Polygon muss tUberschneidungsfrei sein Pi1

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022 Geometry recap 42



U Das Spatprodukt

e Definition: A

(u X v)-w /

* Englische Begriffe:
scalar triple product, triple product, mixed product,

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022
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* Geometrische Interpretation:

Vol(Spat) = |(u X v)-w

* Bewels: "
Vol(Spat) = Grundflache-Hohe ﬁ
= [|ul[[|v[|sin @ [|w]| cos © h< |6 //
_ |[u x || [[w]| cos © 25 e
= [|(u X v)-w|
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* Erweiterung des Volumens um ein Vorzeichen:

Vol(Spat) = (u x v)-w

* Vol(Spat) >0 <« w/
u, v, w bilden ein Rechtsystem & //
Winkel zwischen (u x v) und w < 90° g u/
—_ u —_
* Bemerkung: (u x v)-w=det| — v —
—_ W _
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5 Tetraeder 6 Tetraeder
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U Das Volumen eines Tetraeders

* Es qgilt: D_—,
1
Vol(ABCD) = a(u X V) W W /
. — u —\ . B— A .
:6det — Vv — zadet C —A u B
- w —) D—A
Ao A A 1)
1, |B. B, B, 1
5% c ¢ ¢ 1
D, D, D, 1/

* Bemerkung: so bekommen die Punkte A, B, C, D einen "Umlaufsinn"!

* Achtung: ein Dreieck im 3D hat keinen Umlaufsinn per se!
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U Anwendung: das Volumen beliebiger Objekte

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022 Geometry recap
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W Koplanaritit & Umlaufsinn im 3D

e Definition Umlaufsinn im 3D:
Drei Punkte A, B, C erscheinen von einem vierten Punkt D aus

entgegen dem Uhrzeigersinn <

(A—D)x(B—D)-(C—-D) <0 D

& Vol(DACB) < O

Your task: check

* Koplanaritat:
Drei Vektoren a, b, ¢ sind koplanar & (a x b)-c =0
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U Konvexitatin 3D

e Test auf Konvexitat
oder Konkavitat einer
Kante eines Polyeders:

-

{‘ Convex Edge

G. Zachmann Computergraphik 1

Concave Edge

WS  October 2022

concave shape
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Bremen ;o

. oo . . . L’w ,
Y Geometrisches Pradikat: Punkt P im Inneren eines Tetraeders *:

* Wann liegt ein Punkt P im Inneren eines Tetraeders?

e Genau dann, wenn die Vorzeichen von

Vol(ABCD)
Vol(PBCD)
Vol(APCD)
Vol(ABPD)
Vol(ABCP)

alle gleich sind!
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* Definition einer Geraden, die durch zwei
Punkte geht:

P(t) — P0-|-t(P1 —Po)

* Interpretation:
zu P(t) kommt man, indem man bei Po startet,
und um t "Einheiten" auf der Geraden in
Richtung Py geht

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022

W Parametrische Geraden (parametric line)

Po = P (0)
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Y Lineare Interpolation $ i

* Haufige Aufgabe in CG
* Punkte, Farben, Hohen, etc., interpolieren

* Die Gerade P(t) =Py + t(P1— Py) = (1 —t) Py + tPy

st eine lineare Interpolation (im n—dim. Raum, P, € R" )

* Erweiterung : stuckweise lineare Interpolation
 Wahle Knotenvektor (to, t1, ..., tn) [ist evtl. schon gegeben]
e Zu jedem t;ist P gegeben
» Um interpolierten Wert an der Stelle ¢ € [fy, f,] zu bestimmen, bestimme i mit

t € 15,141, weiter mit P;, Pi1 wie oben, und ' =1 — ¢,
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Y

* Variante der stuckweise linearen Interpolation im 1D

* Gegeben Xx;, Xj+1 und V;, Vit1

* yikdonnte z.B. = Hohe, Rot-Kanal, o0.a. sein

* Gesuchtyfir x € [x;, xi;1

* Lineare Interpolation:

fo= c [0, 1]

Xi41 — X;
y=(1-1)yi + tyis1

G. Zachmann Computergraphik 1

X € [x;, Xj11]

WS  October 2022

ﬂcc =
Yi+1
/”‘.\\
Yio .9 -
\.,”
| | | - X
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Das Prinzip "3 Punkte liegen immer in einer Ebene" in der Architektur

Aus der Sendung
"Einstein" vom
25.10. 2012 des
Schweizer
Fernsehens SF
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U Ebenen / Dreiecke

* Durch 3 Punkte wird eine Ebene aufgespannt C
e Parameterdarstellung:

X=A+su+t-v

* Fur Dreiecke gilt zusatzlich:

s, t€(0,1), s+t<1

e Normale eines Dreiecks / einer Ebene:

5 uXxv

n

ux v
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Y Exkurs: Verallgemeinerung — Simplex im R¢ FYI

* Simplex := Polyeder mit genau d+1 affin unabhangigen Punkte ®
* Verbindung dieser Punkte + "Inneres"
* Beispiele:

OD Simplex = Punkt

1D Simplex = Geradenstuck ("Linie")

2D Simplex — Dreieck
3D Simplex — Tetraeder

* Allgemein:

e Simplex = alle Punkte X mit

G. Zachmann

Punkte P(), cesy P,

d
X=Py+) su, uj=P—P, s>0,

=1

Computergraphik 1

WS  October 2022

P
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Bremen

4
' ' Y =

* Englische Terminologie:
"angle" = Winkel (fig. Blickwinkel) A New
"acute angle" = spitzer Winkel Hil You're Dating
Acute anglel All!lle

"obtuse angle" = stumpter Winkel

Thanks for the
complement!

When Two Angles Meet

Something about this
just ain't right.
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@ Normalenform der Ebene (implizite Form)

AX-n° =
(X —A)n° =

X-n° —a-n° =

O O o O

x-n° —d =

* Geometrische Interpretation:

O

» Betrachte die Gerade durch den Ursprung in Richtung n°

* Jeder Punkt X ist ein Punkt der Ebene, gdw. er, aut diese Gerade projiziert, den
gleichen Abstand vom Ursprung hat, wie die Projektion von A auf diese Gerade
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* Mini-Lemma:
Fine Ebene (n,d) im RX definiert
3 Aquivalenzklassen:
"Vorderseite" := {X | x-n—d > 0}
"Ruckseite" := {X|x-n—-d <0}
Ebene selbst = {X|x-n—-d =0}

e Warum ist die Beschriftung korrekt?

 Weil (X —A)-n=|X — Al|-|n|-cosb

G. Zachmann Computergraphik 1 WS  October 2022

{Ruckseite}

{Vorderseite}

. 1
X

Geometry recap

61



Bremen

U Die Dualitat von Punkten und Geraden in 2D

G. Zachmann

Homogeneous representation of line
ax+by+c=0% (ab,c)’

A point x = (x,y, DT lies on the linel = (a,b,¢)*
xTl=1Tx =0
equivalently,
x'l=101-x=0
Intersection of two lines 1 = (a,b,c)T and l' = (d,b’,c")?!
xMl=x"I'=0 = x=IxU
Line through two points x = (x,y, DT and x' = («,y", D!
I'x=1U"x"=0 = Il=xxx
Duality of point and line

" Points and lines can be swapped.

Computergraphik 1 WS  October 2022

Geometry recap

FYI

® e
2 I.l
( ;ev*: =
& =

i "
¥, cc =
i VR n

62



