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Definitionen

• Def.: affin unabhängig 

 Gegeben:  k+1 Punkte                                 .  
Seien dadurch  k Vektoren vi definiert: 
Die Punkte      heißen affin unabhängig   ⇔    

die Vektoren  vi  linear unabhängig sind. 

• Beispiel: 

• Lemma: 
Falls die k+1 Punkte                  affin unabhängig sind  ⇒ k ≤ n .
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• Def.: affines Koordinatensystem 

 Wenn  k+1 Punkte                               affin unabhängig sind, so definieren sie 
ein affines Koordinatensystem (aka. affine Basis).  

• Def.: baryzentrische Kombination, baryzentrische Koordinaten 

 Seien k+1 affin unabhängige Punkte                           gegeben. Daraus kann 
man weitere Punkte konstruieren mittels einer baryzentrische Kombination 
(a.k.a. affine Kombination):   
 
                      

 Die      heißen baryzentrische Koordinaten von P  bzgl. der 
Koordinatensystems                              
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Eindeutigkeit der baryzentrischen Koordinaten

• Satz (o. Bew.): 

 Die Punkte                                      ,    sind affin unabhängig         
jede affine Kombination bzgl. dieser Punkte ist eindeutig, d.h.
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Affine Abbildungen

• Defintion:  
Affine Abbildung  :=  jede Abbildung 𝜙, die invariant bzgl. affiner 
Kombinationen ist in folgendem Sinn: 

• M.a.W.:  
eine affine Abbildung ist eindeutig durch die Bilder der affinen Basis 
festgelegt. 

• Vorgriff (o. Bew.): Affine Abbildungen "="  
                      {alle lineare Abbildungen} + {alle Translationen}
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Kleiner Exkurs: die konvexe Hülle

• Definition: konvexe Hülle 

 Seien                     Punkte (nicht notw.weise affin unabhängige Pkte). 
Dann ist die konvexe Hülle dieser Punkte definiert als: 

 In diesem Fall gilt                              . 
Eine solche Summe heißt auch konvexe Kombination. 

• Beispiele: 

•                      Strecke 

•                             Dreieck
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Physikalische Interpretation

• Gegeben             Punkte                                 
mit den Massen 

• Definiere die "normierten Massen" 

• Dann ist der Punkt  
genau der Schwerpunkt der  k+1  Punkte
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Chapter 1

Barycentric Coordinates

1.1 Introduction
Barycentric coordinates were first introduced by August Ferdinand Möbius (1790 - 1816) in his
book The barycentric calculus, published in 1827 (Fauvel, 1993). He began with the idea of a
weightless rod with weights attached at two distinct points, and was interested in locating the rod’s
centre of gravity. In other words, he wanted to find the point at which a fulcrum could be placed
to balance the rod (Wildberger, 2010). In his calculations, Möbius also assigned negative weights.
Although this may seem counter-intuitive, a negative weight may be considered an object which
applies an upward force, such as a balloon. In this case, notice that the centre of gravity is not
between the two attached objects.

mA mB mB 

mA 

A B
A

B

Figure 1.1

Möbius assigned coordinates to the point at which the centre of gravity, or barycentre, was lo-
cated, which reflected the ratio of weights attached to the rod. We write the barycentric coordinates
of the point at which the fulcrum is located in Figure 1 as (ma : mb). The particular location of
the fulcrum will be examined further in Section 1.3.

Möbius then extended this idea to a system of three weighted points, forming a triangle (Fauvel,
1993). Suppose the weights mA,mB and mC are placed at the corresponding vertices of triangle
ABC. Then the barycentric coordinates of the point P , the location of its centre of gravity, are
represented by the ratio of weights (mA : mB : mC).

Figure 1.2

1

Chapter 1

Barycentric Coordinates

1.1 Introduction
Barycentric coordinates were first introduced by August Ferdinand Möbius (1790 - 1816) in his
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Isolinien an einem Dreieck 
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Das funktioniert auch mit einem Dreieck 
im  ;  die Zeichnung hier befindet sich 
dann in der Ebene des Dreiecks!
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Häufige Aufgabe

• Bestimme die baryzentrischen Koordinaten eines Punktes P bzgl. des 
Dreiecks A, B, C               

• Lösungsweg 1: 

• Setze    

• Ansatz:   

• Löse das LGS 

• Setze

b = B − A , c = C − A , q = P − A

�b+ �c
!
= q
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Lösungsweg 2

• Verwende die Beobachtung: alle Punkte P mit dem selben Abstand von der 
Geraden         haben dieselbe baryzentrische Koordinate  

• Setze  

• Damit ist 
und                                   (wegen Normierung) 

• Definiere analog FAB und FBC 

• Damit ist

10
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Lösungsweg 3

• Nutze den geometrischen Zusammenhang zwischen Flächeninhalten und 
baryzentrische Koordinaten:
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Erinnerung

• Flächeninhalt eines Dreiecks  A, B, C  ist 

• Achtung: Achte auf den korrekten Umlaufsinn !!  

• Beobachtung: Flächeninhalt = 0   ⟺   Det = 0   ⟺   Dreieck ist degeneriert   ⟺  
                         Punkte sind nicht affin unabhängig
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Exkurs: Geometrischer Beweis der Flächenformel

• Zu zeigen:
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Beweis der Lösung 3

• Gegeben sei ein Dreieck A, B, C, und darin ein Dreieck P, Q, R 

• Die baryzentrischen Koordinaten von P, Q, R  bzgl. A, B, C seien 
 
d.h. 

• Generalized Routh's Theorem:
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Beweisskizze für Routh's Theorem

• Zur Erinnerung: Determinanten sind linear, d.h. 

• Damit braucht man                    nur noch ausrechnen:
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Erinnerung: lineare Interpolation

• Sei ein skalarer Wert an P und Q vorgegeben:  f(P)=f1,  f(Q)=f2 

• Dann kann man jedem Punkt X auf der Geraden         einen Wert f(X) zuordnen 

• Sei t der Parameter von X, also  

• Dann setze 

X = (1� t) · P + t ·Q
<latexit sha1_base64="m1EelPNteEE9GSQhe5IHvIn/lrs=">AAACBnicbZDLSsNAFIYn9VbrLV52IgwWoSKWRMXLQii4sMsW7AXaUibTaTt0kgkzJ0INXbnxVdx0oYhbn8GdS9/EpC2i1h8GPv5zDmfO7/iCa7CsDyMxMzs3v5BcTC0tr6yumesbZS0DRVmJSiFV1SGaCe6xEnAQrOorRlxHsIrTu4rrlVumNJfeDfR91nBJx+NtTglEVtPcqeJLnLEPYR/XaUsCLuADDBMuNs20lbVGwtNgTyCdy9x9Xg+3wkLTfK+3JA1c5gEVROuabfnQCIkCTgUbpOqBZj6hPdJhtQg94jLdCEdnDPBe5LRwW6roeYBH7s+JkLha910n6nQJdPXfWmz+V6sF0D5vhNzzA2AeHS9qBwKDxHEmuMUVoyD6ERCqePRXTLtEEQpRcqlRCBexTr9PnobyUdY+zp4U7XQuj8ZKom20izLIRmcoh/KogEqIonv0iJ7Qs/FgDI0X43XcmjAmM5vol4y3L8bymVM=</latexit>

17



G. Zachmann Baryzentrische KoordinatenComputergraphik 1 WS November 2019

Baryzentrische Interpolation

• Gegeben: "Höhen" fA, fB, fC  an den Punkten A, B, C  (z.B. f = 

Grauwerte) 

• Gesucht: eine Funktion f,  so daß die fA, fB, fC  interpoliert werden 

• Idee: für einen beliebigen Punkt X, bestimme dessen 
baryzentrische Koordinaten, interpoliere damit die 
Funktionswerte 

• Konkret: Sei  

• Setze 

• Funktioniert auch für X außerhalb   

• Funktioniert auch für 

• Bemerkung: Auf den Kanten des Dreiecks entspricht dies gerade 
einer linearen Interpolation
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Weitere Anwendung: Punkt–in–Dreieck—Test

• Der Punkt X ist im Inneren des Dreiecks
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Anwendung: kürzester Abstand zwischen Punkt und Dreieck
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Anwendung: Schnittest Dreieck-Dreieck

• Das Problem "Collision Detection": 

• Finde ein (oder alle) Paare von Polygonen, die 
sich schneiden (witnesses) 

• Viele pfiffige Verfahren, aber Grundoperation 
am Ende ist immer ein Polygon-Polygon-
Schnittest 

• Vereinfachung: zwei Dreiecke 

• Verfahren: 

• Teste alle Kanten von B auf Schnitt gegen A 

• Und nochmal umgekehrt 

• Abbruch, sobald der erste Schnitt gefunden
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Schnitt Kante-Dreieck

• Ansatz 

• Ebenengleichung: 

• Liniengleichung: 

• Einsetzen: 

• Check:                  ; falls nein ⟶ kein Schnitt; falls ja ⟶ X ausrechnen 

• Baryzentrische Koordinaten für X berechnen ⟶ 𝛼, 𝛽, 𝛾 

• Check: 𝛼, 𝛽, 𝛾 > 0  ; falls ja ⟶ Schnitt
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Anwendung: Mesh Simplification

• Ziel: erzeuge "low-poly" meshes 
aus gegebenem "high-poly" Input 

• Fundamentale Operation: 
edge collapse
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• Position von V wird durch 
Simplifizierungsalgorithmus bestimmt 

• Problem: berechne Farbe (u.a. Attribute) für 
den neuen Vertex V 

• V liegt wahrscheinlich im Inneren des 
Tetraeders PQRS, aber nicht 
notwendigerweise 

• Lösung:  

• Berechne baryzentrische Koordinaten von V  

bzgl. P, Q, R, S ⟶ 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 

• Interpoliere damit die Farben der Ecken 

• Welche Fälle können vorkommen?
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Spezielle Punkte im Dreieck

• Viele spezielle Punkte im Dreieck lassen sich mittels baryzentrischer Koordinaten 
sehr leicht angeben / ausrechnen  
(o. Bew.): 

• Achtung: die Koordinaten sind ohne Normierung angegeben — diese muß man also vor einer 
tatsächlichen Verwendung noch durchführen!
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Geometrische Verhältnisse im Dreieck
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http://cagd-applets.webarchiv.kit.edu/mocca/html/noplugin/inhalt.html 
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