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1. Zusammenfassung

Fiir die Anwendung beim interaktiven Entwurf von Kurven

und Fldchen auf grafischen Sichtgerdten werden im ersten
Teil der Arbeit bekannte mathematische Verfahren in einer
kompakten, einheitlichen Matrizenschreibweise dargestellt.
Als neues Verfahren wird die B-Spline-Approximation hin-
sichtlich ihrer Eigenschaften und Moglichkeiten fir den
rechnergestiitzten Entwurf untersucht und an Beispielen
erldutert. Die B-Spline-Approximation erweist sich nicht
nur als das universellste und am leichtesten zu handhaben-
de mathematische Verfahren, sondern ist auch fiir eine
Hardware-Erzeugung von Kurven und Fldchen am besten geeig-
net. Ein neues Verfahren zur Schattierung von Fldchen in
Echtzeit wird angegeben und durch Bilder belegt. Im zweiten
Teil werden unter Berilicksichtigung neuer Bauelemente digi-
tale Komponenten fiir einen Displayprozessor angegeben:
Vektorgenerator, Kreisgenerator, Matrizenmultiplizierer,
Dividierer, Kurven- und Flichengenerator.



2. Einleitung

Seit den ersten Anfingen auf dem Gebiet Computer Graphics
in den sechziger Jahren bemiiht man sich, grafische Sicht-
gerdte (graphic Displays) im computergestiitzten Entwurf
(CAD) einzusetzen. Besondere Anstrengungen wurden unter-
nommen/um dreidimensionale Gebilde darstellen, interaktiv
entwerfen und verdndern zu kdnnen. Die Grundlage fiir die
notwendigen mathematischen Verfahren wurde von Coons 1964
mit der Verdffentlichung seiner Arbeit "Surfaces for com-
puter-aided design of space figures" /1/ geliefert. Fli-
chen werden danach in Parameterform definiert. Durch Zu-
sammensetzen von Teilfldchen - auch patches oder Pflaster
genannt - erhdlt man groBere Fldchen. Die Darstellung der
Fldchen erfolgt durch Projektion einiger ihrer Parameter-
Tinien auf den Bildschirm (Bild 2.1).—
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Die Coons'sche Fldchendefinition erfordert vom Anwen-
der erhebliche mathematische Kenntnisse. Zum Beispiel
missen, um ein kontinuierliches Aneinanderfiigen von
Teilfldchen zu ermdglichen, Tangentenvektoren angege-
ben werden. Normalerweise wird der Anwender aber nur
Tangenten, also Steigungen angeben kdnnen. Der Einflup
der Linge des Tangentenvektors 1&Bt sich sehr schwer
abschdtzen.

Ein weiteres Problem ist aus Bild 2.1 erkennbar. Die
Darstellungen sind ohne Unterdrickung der verdeckten
Kanten uniibersichtlich und schwer zu interpretieren.
Aus diesem Grund wurden von verschiedenen Autoren /2/
Algorithmen zur Berechnung und Eliminierung der ver-
deckten Kanten (Hidden Line Algorithmen) entwickelt
(Bild 2.2). Diese Verfahren sind alle sehr recheninten-
siv und erlauben nicht die Darstellung in Echtzeit,
d.h. die Berechnung der verdeckten Kanten mit anschlie-
Bendem Bildaufbau dauert wesentlich ldnger als 40 ms
(25 Hz Bildwiederholfrequenz).
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Flir viele Anwendungen ist die Darstellung von Kérpern
durch wenige Parameterlinien unbefriedigend. Eine mdg-
Tichst realistische Wiedergabe undurchsichtiger Korper
verlangt die Schattierung der Oberfldchen. Dazu missen
zwei Probleme geldst werden. Zuerst sind die verdeckten
Fldchen zu ermitteln und zu eliminieren. AnschlieBend
missen die Grauwerte flir alle Fldchenpunkte entsprechend
der Aufldsung des Sichtgerdts berechnet werden. Die be-
kannten Verfahren zur Berechnung und Darstellung schat-
tierter Fldchen benutzen zur Eliminierung der verdeckten
Fldchen eine erstmals in /4/ veroffentlichte Methode. Die
Fldchen werden dabei durch Polygone approximiert. Die
Untersuchung auf Verdeckungen wird zeilenweise (1ine scan
method) durchgefiihrt. Damit reduziert sich die Aufgabe
auf ein zweidimensionales Problem (y = Konst.). Trotzdem
ist der Rechenaufwand noch sehr erheblich. Um die Darstel-
lung in Bild 2.3 zu erhalten bendtigt man auf der PDP-10
einschlieBlich der Berechnung der Grauwerte entsprechend
den Tichttechnischen Gesetzen ca. zwei Minuten /5/. Das
Gesamtbild ist nur durch zeilenweises Ausgeben auf dem
Sichtgerdt und fotografisches Zusammensetzen zu erhalten,
weil bei einer Speicherzugriffszeit von lys nur etwa
20.000 Punkte flackerfrei dargestellt werden konnen. Dies
entspricht bei einer iiblichen Aufldsung von (10x10) bit
nur 1/50 der Sichtgeritekapazitit.

Bild 2.3: Schattierte Flache /5/

Im CAD Center in Cambridge, England, wurde ein modifi-
ziertes Line scan Verfahren /6/ entwickelt, das etwa

5 mal schneller arbeitet. Unbefriedigend bleibt, daB
diese Bilder nicht flackerfrei auf dem Bildschirm zu
sehen sind. Interaktives Arbeiten wird dadurch sehr er-
schwert.



Aus diesen Ausfiihrungen tliber den jetzigen Stand der
Technik der Fldchendarstellung ergeben sich folagende
Aufgabenstellungen, die in der Gliederung dieser Ar-
beit ihren Niederschlaaq finden:

1) Bereitstellung mathematischer Methoden, die auch
vem mathematisch ungeschulten Benuwtzer leicht an-
zuwenden sind.

2) Sinnvolle Beschrdnkung der Moglichkeiten zur Fli-
chendefinition und Auswahl eines filir die Hardware-
Realisierung besonders geeigneten Verfahrens.

3) Entwicklung eines Ndherungsverfahrens zur Schat-
tierung von Flichen. :

4) Untersuchung der durch moderne Bauelemente gegebe-
nen Moglichkeiten.

5) Vorschlag fiir eine modular erweiterbare Display-
Hardware, mit der die o.q. Probleme geldst werden.
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3. Mathematische Verfahren zur Fldchenbeschreibung

3.1 Parameterdarstellung

Eine Fldche 1dBt sich in einer der folgenden Formen
definieren:

1) Implizite Form F (x,y,z) =0

2) Explizite Form z = f (x,y)

3) Parameterdarstellung X = x (u,v)
y =y (u,v)
z =2z (u,v)

Fiir Computer Graphics wird meistens die Parameterdar-
stellung gewdhlt. Die Griinde hierfiir sollen kurz dar-
gelegt werden.

Das Bild auf dem Sichtgerdt (Display) entsteht durch
Oberlagerung der x- und y-Strahlablenkung. Das bedeu-
tet bei Anwendung der impliziten Form, daf nach x und

y aufgeldst werden muB, was bereits bei Flachen zweiten
Grades erheblichen Rechenaufwand bedeuten kann. Die
explizite Form besitzt den Nachteil, daB die Funktion,
wie in Bild 3.1 anhand einer Kurve veranschaulicht,
mehrdeutig sein kann.
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Bild 3.1: Mehrdeutigkeit der expliziten Form

Die explizite wie auch die implizite Form bereiten
numerische Schwierigkeiten beim Ableiten von Fldchen
mit vertikaler Tangente.

Diese Schwierigkeiten treten bei der Parameterdarstel-
lung nicht auf, da sie unabhdngig von den Koordinaten-
achsen ist. Die Koordinaten eines Fldachenpunktes werden
unabhdngig voneinander als Funktion der Parameter be-
rechnet. Damit beschreibt die Parameterdarstellung die

3=3

Bewegung des Elektronenstrahls auf der Fldche. Zu
jedem Parameterpaar (ui, vj) gehdrt genau ein Fl&-
chenpunkt. Bild 3.2 veranschaulicht dies am Beispiel

der Kurve aus Bild 3.1.

Yew

X ()

Bild 3.2: Erzeugung der Kurve aus Bild 3.1

Diese Eindeutigkeit erlaubt es, daB sehr einfach durch
Angabe eines Parameterbereichs Ausschnitte einer Fldche
dargestellt werden konnen.




Ein weiterer Vorteil der Parameterdarstelluna ist die

Tatsache, daB bei der Definition einer Fldche durch An-
gabe von Stilitzstellen ein gutes "Spacing" erreicht wird.
Was darunter verstanden wird, zeigt Bild 3.3 am Beispiel

einer Kurve.

7 s u=gs
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Gutes "Spacina" mit Parameterdarstellung

Bei starker Krimmung der Kurve werden zu ihrer Definition
mehr Stitzstellen angegeben als bei geringer Krimmung.
Der Wertebereich des Parameters verteilt sich gleichmdBig
iber die Stiitzstellenbereiche. Somit werden an Stellen
starker Krimmung viele Kurvenpunkte berechnet. Das bedeu-
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tet, daB trotz der linearen Interpolation des Vek-
torgenerators im Display die beabsichtigte Kurve
mit starker Krimmung wiedergegeben wird. Der Werte-
bereich der Parameter wird iiblicherweise auf

o0& u, v€1 normiert.

3.2 In Computer Graphics angewandte Flachen

Die in Computer Graphics angewandten Flachen lassen sich
drei Gruppen unterteilen /7/:

1) Analytisch gegebene Fldchen wie z.B. Kugelfla-
chen, Paraboloide usw., deren Parameterlinien
Kegelschnitte sind. Sie lassen sich als Spezial-
fdlle der allgemeinen gebrochen rationalen ku-
bischen Funktionen darstellen. Ihre Anwendungs-
gebiete sind vor allem Maschinenbau und Architek-
tur. (In der Architektur beschrénkt man sich im
wesentlichen auf abwickelbare Fldchen.)

2) Empirisch gegebene Fldchen, die durch Interpo-
lation zwischen vorgegebenen Stiitzstellen oder
Kurven entstehen. Diese Fldchen treten bei ex-
perimentellen Optimierungsverfahren, z.B. im
Schiffsbau, Flugzeugbau usw. auf. Zur Interpo-
lation werden Lagrange-Polynome, Hermite-Polyno-
me, gebrochen rationale Funktionen und Splines
verwandt.

3) Empirisch gegebene Fldchen, die durch Approxi-
mation von Polygonnetzen entstehen. Diese Fla-
chen werden beim interaktiven Entwurf von Formen,
die vor allem dsthetischen Gesichtspunkten genii-
gen missen, eingesetzt. Die meisten angewandten
Verfahren beruhen auf der Bézier-Approximation /8/.
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3.2.1 Analytisch gegebene Fldchen

A A A A
Die analytisch gegebenen Fldchen werden in dieser - 11 12 13 14 B [A A A A
Arbeit mit gebrochen rationalen kubischen Funktio- LY%) Y Rog Ay X5 ¥, Z, W

: ; : : -
nen beschrieben, weil diese Funktionen auch bei der A31 A32 A33 A34
Berechnung der empirisch gegebenen Fldchen verwendet A A, A A (3.4)
werden. Damit ist eine einheitliche Matrizendarstel- L 41 42 43 44 |
lung fiir alle 3 Gruppen von Fldchen mdglich. Die ge- 811x  %12x  213x  314y]
brochen rationalen kubischen Funktionen treten bei . . 2
i = a

der Verwendung von homogenen Koordinaten /9/, /10/ mit Ay = 2lx “2ex Tz3x 424« (3.5)
auf. %31x  %32x  %33x  %34x

fa1x  %a2x  %43x  Pa4x
Ein Punkt auf der Fldche wird beschrieben durch den L 4

Vektor q in homogenen Koordinaten

Parameterlinien beschreiben Kurven auf der Fliche.

q = [x, Y, Z, w] (3..1) Man erhdlt sie durch Festhalten des einen und
Variieren des andern Parameters. Insbesondere lie-
Aus (3.1) erhdlt man die gewdhnlichen Koordinaten fern die Parameterwerte (o,v), (1,v), (u,o0) und
durch Division. (u,1) die Randkurven der Fldche. Sei beispielswei-
se v=o0, sowird aus G1.(3.3) mit G1.(3.4):
Q = [x, Y, z] - [% L 5] (3.2)
_[.32 ( s
q(u) =f{uu®u 1] At und mit G1.(3.5)
Eine 3D-Fldche ist dann in homogenen Koordinaten ge- A
geben durch A24
34
Rag
q (u,v) = [x (usv), ¥y (usv), z (u,v), w (u,vﬂ L
- 1 S 132 1.0
= [u uy 1] R xz = UsKev [u e ] 814x %14y %147 214y
v (3.3) 824x a24y 3242 824w
! a a a a (3.6)
34x 34y 34z 34w
o0& u, v &1 a
a4x  Paay P44z 4w

L

wobei A ein (4x4x4)-Tensor ist und die Form der Fli-
che bestimmt. A wird deshalb generierender Tensor ge-
nannt.
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Hieraus berechnen sich die Bildschirmkoordinaten Beispiel:
Zu 4 9
Die Parabel X =YY" wird parametrisiert und in den
3 ) E a u4-i Einheitskreis im Ursprung transformiert.
W oo X o daax Yt faax U %3y MY Pqax | i=1 idx
= o = 3 = 1 -
B4y Ut gy U Aggy Ut B4y a. ua'—1
: idw
4 i=1
4 /{3[00]
Y y g
y = ¥ o i=l S
W T
; . 4
Z g R 137} Pul111] usty (Ko [035
11 4w
Dylo%w1]
/P2 %21/
a u=1 K [107]
S a4 Py [007] X Ky l-101] =0 X
z _ =1 14z
Z = 5=
a i
i=1 14w

Bild 3.4: Parabel X = Y2 und Einheitskreis

Die Methode zur Parametrisierung der analytisch gegebe-
nen Fldchen, d.h. zur Bestimmung des generierenden Ten-
sors A, soll hier nur angedeutet und mit einigen Beispie-
len veranschaulicht werden. Eine ausfiihrliche Darstellung
ist in /11/, /12/ zu finden.

. & o 2
Ausgehend von einem moglichst einfachen Kegelschnitt in Mit der Parametrisierung x = u
expliziter Darstellung, z.B. der Parabel x = y2, gewinnt y=u
man dessen Parameterdarstellung und damit die generie- w = 1 erhdlt man
T JrEve. srhiElt z - 10
rende Ma(:ix. dier.us erhdlt man durch lineare Transfor q (u) = |x(u), y(u), w(u) = u2U 1l 018 (3.8)
mationen die generier aden Illatrizen fir die anderen Kegel- Parabel 505

schnitte. Die rdumlichen Fldchen werden dann unter Aus-
nutzung der Tatsache, daf ihre Parameterlinien Kegelschnit-
te sind, parametrisiert.
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100 71
mit P =1010 als generierender Matrix. /
001 vd

Die Transformation

0 -2 2 0 -2 o
q 2 2 -2 =[u2u1] -2 2 -2[(3.9)
Parabel 1 0 1 1 0 1 {,
~————— \
k

liefert den oberen Halbkreis /13/. Die homogenen Koor-
dinaten sind

=-2u+1
y = -2 u? 4 2u Y
2 N
w= 2u -2u+1 \
\\Z

Einen Zylinder mit der Z-Achse als Rotationsachse erhdlt
o L Bild 3.5: Zylinder nach G1. (3.10)

man, wenn ro 000
0000
X = -2 u+ 1 — AX = 0 0 0-2
[0 0 0 1]
Hyperbolisches Paraboloid: Z = xz-y2
f0 0 0 0]
00 0-2 o ooo
2 0002
= =2 2 _— A = 0000
¥ u e y [0 0 0 0 X = -2u+l —— A =|000-2
0001
(3.10) L -
B
0020 = -2v+l A =
z = v (2u%-2u+1) —o A, = [00-20 4 y “loooo
[0 0 1 0] |0 0-2 1
(3.11)
ro o o0 o
. 2 ; o 0 0 0] 0004
w = (2u™-2u+l) —= A= 000 2 z = 4U2‘4U'4V2+4V s B =10 0 g8
W 00 0-2 Z lo-440
000 1 0 0 0 0]
W = 1 —m A = 0000
w 0000
000 1]




LIS

Bild 3.6: Hyperbolisches Paraboloid nach G1. (3.11)

Kugelfldche: x2 + Y2 + 22 = 1

[0 0 0 0]

> 0000

(2u-1)-(-2v“+2v)  —= A = [0-4 4 0

10 2-2 0

f0 0 0 0]

z 2 0 4-4 0

(-2u”+2u): (-2v°+2v) —= Ay = 0-4 4 0
L0 0 0 0] (3.12)

[0 0 0 07

2 00 4-2

(2u™-2u+1).(2v-1) —_— AZ = 0 0-4 2

00 2-1}

700 0 0]

2 2 0 4-4 2

(2u™-2u+l)-(2v°-2v+l) —= Aw = 0-4 4-2

0 2-2 1]

Bild 3.7: Kugelflache nach G1. (3.12)

3.2.2 Empirisch gegebene Flidchen

Nach Coons /1/ werden Fldchen durch Aneinandersetzen
von Teilfldchen, sog. Patches oder Pflaster beschrie-
ben. Die Gesamtfldche mit den Parametern (u', v') wird
so unterteilt, daB gilt:
g y' € y' € ¢ ' ' =
0f up £ S, < uy 5 u 1,2,.., m

0o & vj <v' £ v3+1 < vé 5 v! = 1. PP



Fliir das Pflaster mit den Parametern (u,v) soll gelten:

Sind Pflaster nicht als Funktion zweier Variabler ana-

o € us Ly & Uiy <1 » Uy o= % i=20,1,2,.., m-1 lytisch gegeben, so miissen sie aus einfacheren Daten,
(3.13b) d.h. aus Punkten und Tangentenvektoren (Konstanten)
o £ v <y £ Vil <1, ¥y = % j=0,1,2,.., n-1 oder Kurven (Funktionen einer Variablen) aufgebaut wer-

den. Prinzipiell bestehen dazu drei Moglichkeiten /14/:

Der Zusammenhang zwischen Gesamtfldche und Pflaster

ist dann gegeben durch 1) Definition durch Kartesisches Produkt
1) . T Werden mit P(u,v) die Daten zur Definition und mit Q(u,v)
= u' mo » U=
u L (-3 1.3¢) die Punkte des berechneten Pflasters bezeichnet, so ist
v = v' (mod 1) »oovio= v die Fldche durch das Kartesische Produkt folgendermaBen
definiert:
Bild 3.8 verdeutlicht dies in der u' - v' -Ebene. m n
Qu,v) = E E P(ui,vj)'ui,m(u)'vj,n(v) (3.14)
i=0 j=0
7
v
4 m,n ganz wobei Ui,m (u) und Vj,n (v) Interpolations- oder Approxi-
n mationsfunktionen sind.
In Matrizenform wird G1. (3.14)
3 T _
Q(u,v) = U-P.V (3.15)
2 mit U = FUo,m (u) ve v, o (v)}
/6 . .
42 Ui,m (u) bzw. Vj,n (v) (3.16)
<4 .
- Um,m (u) Vn,n (vw
0 / P = rP(u V) (u_ v.) P(u_ v )]
0 1 2 3 4 m u 0, 0 0, J o, n
R 06 12 : . )
P(Ui,vo) & ¥ P(ui’vj) o ; (3.17)
(“m,vo) FIEE e s & 4 mE P(um vn)
3.2: Darstellung der Parametrisierung L > ]




v.) = [X(ui,vj)’ Y(ug vy)s Z(“i,vj)] (3.18)

Gl1. (3.14) bzw. G1. (3.15) beschreibt das Pflaster bei
Schrittweiten Au und Av durch die Anzahl von Punkten,

die der Rasterung 1l+Au o 1+A4v (konstante Schrittweite
AU v

wird vorausgesetzt) in der u-v-Ebene entspricht (Bild 3.9).
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Die "Kartesische Produkt“-Fliache wird, wie aus G1. (3.14)
zu erkennen ist, durch konstante Werte P (“i,vj)’ also
durch Punkte oder Tangentenvektoren bestimmt. Die Form
des Pflasters wird zusatzlich durch die Wahl der Inter-

polations- oder Approximationspolynome beeinfluRt.

2) Definition durch eine Kurvenfamilie ("Lofting")

Bei diesem Verfahren sind u- oder v-Kurven die Bestim-
mungsgrofen des Pflasters. Die Punkte Q(u,v) werden durch
Interpolation oder Approximation dieser Kurven berechnet:

Q(u,v) = E P(ui v) - Ui m(u) (3.19a)

i=o0

n

oder Q(u,v) = i P(u,vJ) Vj,n(v) (3.19b)

j=o0

In Matrizenform wird

(3.19a): Q(u,v) = UT-F(V) (3.20a)
=[UOE;) U]E;).. Umfg)] Plug v)
Plu; v)
P(u% v)
(3.19b): Q(u,v) = P(u)-v (3.20b)

Bei der Anwendung des “Lofting" wird also das Pflaster
durch die Anzahl von Kurven dargestellt, die der Raste-

rung 1+A u oder 1+Av auf der u- oder v-Achse in der
au AV
Parameterebene entspricht (Bild 3.9).




GL(3.196)

aVv

Bild 3.9a: "Lofting"

Werden die Kurven P(ui v) bzw. P(u,vj) durch Interpo-
lation oder Approximation gewonnen, d.h. ist

2.8, Plu;v) = 5 Plug vide vy 0 (V) (3.21)

j=o

so erhdlt man durch Einsetzen in G1. (3.19a) wieder
die Kartesische Produkt-Fldche nach G1. (3.14).

3=19

3) Definition durch zwei Kurvenfamilien (Verallge-

meinertes Coons'sches Verfahren)

Bei dieser Methode sind u- und v-Kurven die Bestim-
mungsgrioBen des Pflasters. Sie kdnnen, abgesehen von
der Einschrdankung

(3.22)

wie beim "Lofting" beliebig gewahlt werden. Die Punkte
Q(u,v) des Pflasters werden durch Interpolation oder
Approximation der beiden Kurvenfamilien berechnet. Aus
Gl. (3.22) folgt, daB bei additiver Uberlagerung der
beiden Pflaster nach G1. (3.19a) und G1. (3.19b) die
Bestimmungsstiicke P(“i,vj) des Pflasters doppelt einge-
hen. Um dies zu vermeiden, muR deren Beitrag, der mit
dem Kartesischen Produkt nach G1. (3.14) identisch ist,
einmal subtrahiert werden (dies ist besonders einleuch-
tend, wenn man den Fall der Interpolation Q(ui’vj)z P(ui,vj
betrachtet):

Q(u,v) = z:: P(ul, )'Ui,m(u) - E P(u,v )NJ,F(V)
i=o Jj=o
m n (3.23)
= § g P(ui’vj)-Ui,m(u)-Vj’n(v)
i=0 j=o0
oder in Matrizenform
Q(u,v) = UT'F(V) + P(u)-v - UT-F-V (3.24)

Bei der Definition durch zwei Kurvenfamilien wird das
Pflaster durch die Anzahl von u- und v-Kurven dargestellt,
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: 1+ Au 1+ Aav
die der Rasterung —y  und v~ 2uf der u- und v- wird aus G1. (3.23):
Achse in der Parameterebene entspricht (Bild 3.10). m n
ot - ) (E P<u1,vj>-vj,n<v>)~v1~,m (w)
iso Jj=o
n
+ E P(u,vj)-Vj’n(v)
j=o0
m n
v g E
- P(ui,vj)'ui,m(u)'vj,n (V)
1 i=o J=p
n
1
av Q(u,v) = P(u’vj)'vj n(v) : "Lofting" G1. (3.19b)
I j=o0
n m
0 = E E P(u;, v.)-U. (u))-v. (v) : "Kartesisches
0 AU - 1 u i (1=0 Fa72" sl .0 Produkt”
G1. (3.14)

Es steht also eine Hierarchie von Flachendefinitionen
zur Verfiigung, wie sie in Bild 3.11 dargestellt ist.

In den weiteren Ausfiihrungen wird die Flidchendefinition

Bild 3.10: Definition durch zwei Kurvenfamilien durch Kartesisches Produkt nach

-

61.. (3.15) Q(u,v) = U-P-V

angewandt. Dies geschieht aus folgenden Griinden:

1) Die Bestimmungsstiicke fiir diese Flichendefinition
sind Punkte und Tangentenvektoren, also konstante

Werte. Sie sind fiir den Benutzer einfacher anzuge-
ben ais Kurven (Funktionen einer Variablen), wie sie

Es ist leicht einzusehen, daB die Definitionen durch
Kartesisches Produkt und "Lofting" Spezialfdlle der
Definition durch zwei Kurvenfamilien sind. Mit der

Approximation nach

n fir die Definitionen durch eine oder zwei Kurvenfa-
61.(3.21) : Pluj v) = 2 P(u; ¥ske¥y o) milien bendtigt werden.
J=0 b H
m

bzw. P(usvy) = Z Pluj vi)eUy o(u)




analytisch gegebene
Fldche

Definition durch
2 Wurven familien

/ "5,

'Lo[tin_, g

Ka rtes/isches
Produkt”

Bild 3.11: Hierarchie der Flidchendefinitionen /15/

2) Diese Fldchendefinition erfordert den geringsten
Rechenaufwand, was in Hinblick auf die angestrebte
Echtzeitberechnung mit einer speziellen Hardware
wichtig ist.

3) Die gegeniiber den beiden anderen Fldchendefinitionen
geringere Approximationsgenauigkeit /14/ ist aufgrund
der beschrénkten Aufldsung der Sichtgerdte bedeutungs-
los.

4) Ein GroBteil der bekannten, produktiv eingesetzten
Entwurfssysteme arbeitet mit der Flichendefinition
durch Kartesisches Produkt. Als Beispiele seien
genannt: "“Sytéme UNISURF" bei Renault /8/, "Numerical
Master Geometry" bei BAC /16/.

Im folgenden werden nun die Interpolations- und Appro-
ximationsverfahren untersucht und danach wiederum eine
Auswahl nach den Kriterien "Einfache Handhabung fiir den
Benutzer" und "Geringer Rechenaufwand bei der numerischen
Auswertung" getroffen.

3.3 Interpolation

Die Interpolation wird durch die Beziehung

ey,

) = P(“i,vj) (3:25)
charakterisiert. Werden neben Punkten auch Tangen-
tenvektoren zur Bestimmung des Pflasters vorgegeben,

so muB zusdtzlich gelten

9 Qu; vy) ' P(u; vyl
. - By = Bl gl 13.26)
s ¥ Plus Vs
fa(i(bu:”VJ) = ’B E;,VJ) - Pv(ui,vj) (3.27)
v
2 2
970y, vy) IRy V) s B vy (BsBE)
PRV =  duov LT

Die Interpolationsfunktionen U1 m(u) und Vj n(v) miissen
so gewdhlt werden, daB das Pflaster
Q(u,v) = Ut P.yv

die o.g. Bedingungen erfiillt.



3.3.1 Lagrange-Interpolation

Bei i s = = = .l = 3
ispiel 1: m 3, n 2, uy 3 V. = 5

s d
Werden zur Bestimmung des Pflasters nur Punkte
P(u; v.) vorgegeben, so ist die Bedingung L
iR Gl. (3.29) fiir m = 3 bzw. n = 2 ausgewertet und in G1. (3.32)
_ eingesetzt, ergibt:
Q(U1’Vj) = P(U.I’VJ‘) T
-1(u-3) (u-2) (u-1)] [P (0.0) P(0,d) Peo, 1) [2(v-Ly(v-1
erfiillt, wenn fiir die Funktionen U (u) und V n(v) 3 3 ¥ 27, 4 (v ?)(V' )
die Lagrange'schen Interpo1at1onsfunkt1onen Q(u,v)= 9. 2 1 11 1
i 2 3u . (u—g)(u—l)- P(i,O)}P(j’?))P(E’l)--4v « (v-1)
k (3.
L. (p) = 1
£ -ﬂ_ py) (3. “Su-g) - ) [p3 0,03 b pe2 1| 2viv-dy
ol s > >
. 1 2 1
k#i [ ulu-3)(u-3) - J_P(l,O),Pu,?),P(l,l)J
mit der Eigenschaft
Bild 3.12 zeigt die Lagrange-Polynome dritten Grades L 3(p),
g 1 fir i = k ’ 0£p £1. In Bild 3.13 ist das Pflaster nach G1. (3. 34) dar-
Ly Py ik = C sonst (38 gestellt.
m
2 (p) =
Li,m = 1 .
i=o0 Li

|
eingesetzt werden. Werden (m+1) - (n+l) Punkte als 4 %; - _)7‘f ;:>\<f13 - ——;;7<f7wfl\\ —
e g . S N

Bestimmungsstiicke vorgegeben, so berechnet sich das it
Pflaster aus

Y » \ /
i ) \/
Qu.v) = U Py i /K\ /‘ //(\
% A X / \
= (Lo’m(u) P(uo’vo)...P(uo,vj)...P(uo,vn) Lo,n(v) ’/ \\ // l?jy// \,
. . . . \/ C | \
. B . . 0 L—-» ':__—' i >3 '\‘,l___/_——-———m_ - : -~ 'th.—
Li m(u)]- P(u1’vo) (”1,Vj)"' ; Ly, n(v) (3 o éfﬁzng___mssﬂzga. ji s
~. _4,// N \\_///
Pl Wi Vs w6 s o 50 o P L
L. ) L (um,vo) (Um’vn. I "’"(v) Bild 3.12: Laqrande Polvnama fiim m - »
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Bild 3.13:

Pflaster nach G1.

(3.34)

Bedspiel 2: g o p « 3, “Y6-Punkte-Fliche"
Mit G1. (3.34) erhdlt man das Pflaster aus

Q(U,V) =

(3.35)

“Lu-3) (- -1 [eio,0)p(0.31p(0,2)p(0.1] “1v-3) (v-) (v-1)

3w whwened o) W =R

“u(ueg) . 1) ko) "3v(v-3) . (ve)
u(u-3) (u-4) P(1,0) ALY | v(v-3) (v-3)

Pfgo)

Pro1)
Pz.)

/’ n5.1)

==

Bild 3.14: "16-Punkte-Fldche"

Die Lagrange-Interpolation hat neben dem Vorteil der
einfachen Bestimmung durch Angabe von Punkten viele
Nachteile:

1) Die Pflaster konnen in der Regel nur mit Stetig-
keit nullter Ordnung aneinandergefiigt werden, d.h.
am Ubergang zwischen zwei Pflastern tritt eine

Kante auf.



2) Der Grad der Interpolationsfunktionen hingt von
der Anzahl der Bestimmungsstiicke ab. Entsprechen-
des gilt fir den Rechenaufwand zur numerischen
Auswertung.

3) Vom fiinften Grad aufwédrts zeigt die Lagrange-Inter-
polation eine unerwiinschte Welligkeit.

3.3.2 Hermite-Interpolation

Damit Pflaster kantenfrei aneinandergefiigt werden kén-
nen, missen neben Punkten P(ui v.) auch Tangentenvek-

toren Pu(ui Vj)’ Pv(ui,vj)’ Puv(ui,vj) vorgeschrieben

werden, wie,Bild 3.15 veranschaulicht.

Bild 3.15: Bestimmung des Pflasters durch Punkte und
Tangentenvektoren

Das Pflaster muf dann die Bedingungen nach G1. (3.25)
bis G1. (3.28) erfiillen. Die Vektoren U und V der

Interpolationsfunktionen gewinnt man folgendermaBen /17/:

T =1 F o
Qu,v) = U-F-v = (nluy - Pl
. = m m m-1 m-1]
mit N = Fuo Uy . mur+1 ...... mu
m-1 m-1 m-2 -2
u, u, s (m=1)up}s (m-1)ug
us U, § L aeem 1
1 1 0 s 0
: [uo, ur, ulr+1, ulm]
M = [Vo,"" b, Plagl, = v'n]

N und M sind Matrizen vom Vandermonde-Typ /18/ und
nichtsingulédr, da alle us und u% bzw. vj und vjI ver-
schieden sind.

u = |u 5 v o= | V"
um-l vn-1
u v
L 1
Fo=p
fuo’vo) P(uo,vs) Pv(uo,vs+1)"'Pv( o,vn)
(v, vg)
Pu(ur+1,vo> Puv(ur+1,vs+1)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)
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Beispiel 3: Bikubisches Pflaster : (m =n = 3)
Die 16 BestimmungsgrdBen des bikubischen Pflasters
sind mit der Vorgabe der 4 Eckpunkte und den 3 Tan-

gentenvektoren in jedem dieser Eckpunkte gegeben.

G1. (3.41) wird mit Ug= Upyq = 0, Up = U, = 1y
v0 = vS+1 =0, vs = vn =1
P = |P(0,0) P(0,1) P (0,0) P (0,1)
P(1,0) P(1,1) P (1,0) P _(1,1)
v ¥ (3.4
P,(0,0) P(0,1) P, (0,0) P (1,1)
Py(1,0) P (1,1) P (1,00 P (1,1)
G1.(3.37): N =M= [o103)]~~nNLcomlo 2301
0102 -2 300 (3.8
0111 1 -210
1100 1-100
Mit G1. (3.43) werden die Vektoren der Interpolations-
funktionen
U = (Nilu) =
g -301] [6®] «f2u® <342+ 1] = Hy 5(u)
-2 300/ |u® -2u® 4342 Hy g(u)
123 6] la ud -2u + Hy 5(u) (3.4
3 2
1-100 1 u” -u H3’3(u)
Vo= (Milv) = entsprechend G1. (3.44).

und das bikubische Pflaster

T
Qu.v) = [Hi,:,)(u)] « T [Hj,3(v)] (3.45)
Die Polynome Hi 3(p) sind mit den von Coons /1/ be-
nutzten "Blending functions" identisch (Bild 3.16).
H
1 % -
i\‘ligs ///jjj}~*” K
i \\‘\ ,/
| % ' |
! \ / j
i > i
{ ™
i v e, ‘
oz M R
0 = .
(o} B T Pl
H_a'3
Bild 3.16: Hermitepolynome dritten Grades
Zahlenbeispiel des Tensors P fiir Bild 3. X7
-~ 8 3 7 -3 11 1.3 -2 2
F o= [XIY} = 13 6’ -1 1 -5 -6 -2 2
-1 27 0 0 |-2 0 0
50 @ o ol 1 1 o0 o
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Bild 3.17: Bikubisches Pflaster

Die Hermite-Interpolation erlaubt prinzipiell das

1 1 1
kantenfreie Aneinanderfiigen von Pflastern (Q(u',v')eC").

In der Praxis erweist es sich jedoch als duBerst schwie-
rig, die Tangentenvektoren anzugeben. (In /17/ ist eine
Moglichkeit zur ndherungsweisen Bestimmung der Tangen-
tenvektoren dargestellt.) Die numerische Berechnung

wird erschwert, weil die Betridge der Vektoren P,Pu und

P sich mitunter um GréBenordnungen unterscheiden (siehe
OPJ.Zahlenbeispie! des Tensors P fiir Bild 3.17).

Die Hermite-Interpolation weist im ilbrigen die Nachteile

der Lagrange-Interpolation auf.

3.3.3 Bikubische Splines /19/

Dieses Verfahren kann als ein Sonderfall der biku-
bischen Hermite-Interpolation nach G1. (3.45) an-
gesehen werden, bei dem die Tangentenvektoren nur
auf den Randkurven der Gesamtflidche vorzugeben sind.
Aus diesen Randbedingungen werden die Tangentenvek-
toren Pu’ Pv, Puv an den 4 Ecken der einzelnen Pfla-
ster mit der Nebenbedingung

Q(u',v') € C2 ; w?

€ u' ul
[0’ U (3.46)
(2-mal stetig v'e
differenzierbar)

rekursiv berechnet. Die Gesamtfldche Q(u;v') wird
aus bikubischen Pflastern

' t £
Qij(u’v) 3 u'i"l .<. u = u-i

! < Y&y,
vJ_1 £ v' & vJ (3.47)
mit zweimal stetig differenzierbaren Obergdngen zu-
sammengesetzt.

Die Interpolation mit bikubischen Splines hat folgende
wesentliche Vorteile:

1) Der Benutzer muB nur die Tangentenvektoren am Rand
der Gesamtflache angeben.

2) Die Gesamtfliche ist iiberall zweimal stetig differen-
zierbar.

3) Unabhdngig von der Anzahl der vorgegebenen Bestim-
mungsstiicke wird immer mit denselben Polynomen drit-
ten Grades interpoliert.



Als Nachteile sind zu nennen:

q(u,v) = [FO(U), Fi(u), 6, (u), Gl(u)]-s- Fo (V)

1) Bei Verdanderung einer Bestimmungsgrofe &ndert Fl (v)
sich die Gesamtflache. G, (v) (3.52)

2) Die Berechnung der Tangentenvektoren erfordert Gl (v)

umfangreiche Matrizenoperationen, die beim inter-
aktiven Verdndern von groBen Flachen die Antwort-

mit F_(u) = H u G (u) = H u
zeit des Graphics Systems sehr verldngert /19a/. o 0,3( ) Vi) 2,3( )
Gualny = My o003 Byfe) = Wy glu) (3.53)
3.3.4 Gebrochen rationale kubische Funktionen A T [F pw]

Wie schon in Abschnitt 3.2.1 dargestellt, werden bei
diesem Verfahren homogene Koordinaten angewandt. _
Da Ublicherweise nur P angegeben werden kann, miissen
[xyzw] = i [XYZl] . die homogenen Koordinaten'pw durch zusdtzliche Anga-
(3.48) ben wie Punkte und Steigungen bestimmt werden. Dies
bedeutet, daB gegeniiber den anderen Interpolationsver-
fahren zusdtzliche Freiheitsgrade bei der Flichenbe-

Gl. (3.1)¢8 q
q=w-[01]

Die Ublichen Koordinaten erhdlt man durch Division stimmung vorhanden sind. Dieser Vorteil ist allerdings
nach G1. (3.2): nur dem mathematisch versierten Benutzer zuginglich.
Eine bemerkenswerte Eigenschaft der gebrochen rationalen
9 - [Q 1] = X ¥y z g Polynome ist ihre Invarianz gegeniiber einer Reparame-
W W oW oW (3.49) il ; s .
trisierung. Wird der Parameter u bilinear transformiert
X und durch
Die bikubischen Fldchen werden damit
T ) e a-u+b
q(u,v) = u-p-v und (3.50) c-u+d (3.54)
@(u 3 1] N q(u,v) _ Q#_E;! ersetzt, so bleibt die Form der u-Parameterlinien
Wil U ppV ! (3.51) (v = konst) erhalten. In Bild 3.18 werden die Ergeb-

nisse einer mehrmals parametrisierten Kurve iiber-
einander dargestellt. Punkte gleichen Parameterwertes
wurden miteinander verbunden. Man erkennt, daB durch
Reparametrisierung ein gutes "Spacing" erreicht wer-
den kann und bei einer Fléchendarstellung durch Para-
meterlinien die Parametrisierung den optischen Eindruck
der Flache wesentlich bestimmt.

wobei U und V die Vektoren mit den entsprechenden
Interpolationspolynomen sind. Werden die Hermite-
polynome nach G1.(3.44) gewdhlt, so erhdlt man die
von Coons/20/ angewandte sog. "Endpoint Derivative

Form":




Bild 3.18: Familie invarianter Kurven /21/

Die Darstellung mit homogenen Koordinaten erfordert
wegen der nach G1. (3.51) durchzuflihrenden Division
gegeniiber den anderen Verfahren einen hdheren Rechen-
aufwand. Im Hinblick auf eine schnelle Flachenberech-
nung mit Hardware-Unterstlitzung wird deshalb diese
Darstellung im weiteren nicht mehr betrachtet.

3.4 Approximation

Die meisten in Computer Graphics angewandten Verfah-
ren zur Fldchenapproximation beruhen auf der Bézier-
Approximation /8/. Zur Bestimmung des Pflasters mis-
sen nur Punkte vorgegeben werden. Verbindet man sie
entsprechend ihrer Indizierung geradlinig miteinan-
der, so spannen sie ein rdumliches Polygonnetz auf,
dem in der u-v-Ebene ein Rechteckraster entspricht.
Die das Polygonnetz definierenden Punkte lTiegen im all-
gemeinen nicht auf der Approximationsfliche und werden
deshalb zur Unterscheidung als Stiitzstellen Sij,
i=20,1,..,m, j = 0,1,...,n bezeichnet. Die dazu kor-
respondierenden F1§chenpunkte werden Pij = Q(”i,vj)
genannt. Analog G1.(3.15) wird das approximierende
Pflaster nach

Q(u,v) = U™ 3.y (3.55)
berechnet.

3.4.1 Bézier-Approximation

Bei dem von Bézier angegebenen Approximationsverfah-
ren werden Kurven und Fldchen durch Polygonseiten de-
finiert /8/. Um alle Verfahren einheitlich darstellen
zu kdnnen, wird in dieser Arbeit eine modifizierte
Bézier-Approximation /22/ angewandt, die nicht die Po-
lygonseiten sondern die Polygonstiitzstellen als Be-
stimmungsstiicke enthdlt und nach GI1. (3.55) zu berech-
nen ist. Die Approximationsfunktionen

Bim (P) = (D)ep2(1-p)™ L i = 0,1,...,m.  (3.56)

dieser modifizierten Bézierapproximation sind identisch
mit den Basisfunktionen der Bernstein-Polynome Bm(f;p),
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welche die Funktion f: (0,1)—R approximieren:

m

B, (f,p) = E:: f(%)~(?)-pi(l-p)m_i, m2 1

i=o0

(3.57)

Deren Eigenschaften sind ausfihrlich in /23/ dar-

gestellt. Bi m(p) ist aus der Wahrscheinlichkeits-

rechnung als Binominalverteilung bekannt:

Werden m unabhé&ngige Versuche durchgefihrt und ist

bei jedem dieser Versuche die Wahrscheinlichkeit

des Ereignisses E gleich p, 0€p<1, so ist die Wahr-

scheinlichkeit fiir i-maliges Auftreten (04i%m) von

E gleich B, _(p), 0£8B (p)& 1.

i,m
Hieraus folgt die Eigenschaft

m
§ Bi,m(p)E 1

i=o

Bca

Bag3

33

(3.58)

Bild 3.18a: Binomialverteilung B, 5 (p)

3=39

G1. (3.57) 1dBt sich leicht auf Funktionen zweier
Variabler ausdehnen. Betrachtet man das Polygonnetz
s ={s;;. 1 =0.1,...m, 5 = 0,1,..0} als Funktion

1.J
zweier Variabler und schreibt

- i g
Si5 = S(m, W) >

so berechnet sich dessen Bernsteinapproximation

m n w
aus  Qu,v) = 3 N T By L (u)-S(g f)By (V) (3.60)
i=o  j=o0

T

[Bi,m(u)] > §-[Bj’n(v)]

(3.59)

Die Eigenschaften dieses Pflasters ergeben sich aus
den Eigenschaften der Funktionen Bi m(p) /24/:

(3.58): i Bi,m(p)E 1
=g fir pe(0,1)
0£ 8, (p) &1
By m(0) = 17, Bg,m(l) =0
0£j &m
B e 1, B%’m(O) = @

(Der obere Index gibt die Ableitung nach p an.)

Die Symmetrie beziiglich p = 0,5 ist aus G1.
und Bild 3.18azu erkennen:

By m(P) = Epop,pn1P)

(3.56)

(3.61)
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BJ n(0) = 0 , 0&jdi Fir die Ableitungen in den 4 Eckpunkten gilt
’ (3.63) ]
i _m! Vg J _ m! _119-i,q 0l ey e
BS m(®) = i ] g ) g ! E CGLAMS (G 2 03=0,n
= 14iém-1 i copmmn
2 3.67
B‘} (1) =0, 0%5<&(n-1) ( )
’ q
) ! i SN
. ¢ o 24 Qu.d) = = : § -0 (Ds(ELD) i=on
B{M i) (1) = (-t mt P e |
o L 4-1 T
51 (i) S0, 1£i% LR T Iy rr— Die Ableitungen nach v werden analog berechnet. G1. 53 67)
i,m'm besagt, daB die q-te Ableitung im Anfangspunkt Q(O ) ab-
liegt beim Parameterwert p = %. Die Stiitzstellen hangig ist von den Stiitzstellen S(0 J) bis S(— = und 1m
S.. haben demnach bei Q (% %) = Pij den groBten Ein- Endpunkt Q(1 —) von den Stiitzstellen S(m 1 %) b1s S( )
L ’ der Polygone am Rand des Netzes (j = o, n) Damit s1nd d1e
fluR auf die Form des Pflasters. Wegen ; ‘
Polygonseiten in den Ecken Q(— ), = 0,My, j = 0,n die
Tangenten an die Randkurven des Pflasters.
Bo,m(0) =1 , By (1) =0 und
(3.64) Fir q = 1 erhdlt man aus G1. (3.60) mit G1. (3.67) eine
B (0) =0 , B (1) = 1 folgt, daB : 5 . . )
m,m m,m Vorschrift fiir das kantenfreie Zusammenfiigen zweier
Pflaster:
allgemein nur die 4 Eckpunkte des Polygonnetzes ; ]
auf dem Pflaster liegen | ) o
! 1-7,1 1 3
Q,(u,v) = Z Z = -t hsd =}BL (V)
- i=0 j=o (m-1)! Thm.nttg,n
iy 13y @, ¥ -
8 (E,n) = 4 (m,n) iJ oy 1 n
: 3.65 _; i .J
i= o,m, j =o0,n ( ) =m ~§ (—1)l A § S(H,F)Bj,n(v)
i=o0 Jj=o
und die Randkurven des Pflasters nur von den Poly- i
" . 1 :
gonen am Rand des Netzes abhingen: . Q,(0,v) =m- % (S(ﬁ,%) = 5(0,%) )BJ,n(V) (3.68)
T J:Q
._) = [ (u)].s(li) s 3 = 9sn
il m,n (3.66) n
bzw. Q (l’v) = Sz ) [J n(v)] , 1= o0,m 8 (1,v) - m'z (BT s Lyt = S(m_r;_’%) B (V) (3.69)
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Beispiel 5: Q(u,v) = [81,3 (uﬂ . S'-Bj,3 (v)

S(0,0) S(o1)
S(1,1)
S(4,0)
$(0,0) NG
SGA)
5(3.)
S(2,0) 503 S0P se)
5(1,0) g
s(33)
SG33)
5(30)
5(5%) S&3)

sa) 5(12)

3-43

Zwei Pflaster kénnen kantenfrei aneinandergesetzt
werden, wenn ﬂu(o,v) =C - %u(l,v) , C>0 , (3.70)

also wenn die beiden Tangentenvektoren kollinear
sind.

G1.(3.68) und G1.(3.69) in G1.(3.70) ergibt

4 1 iy
m E (S;(= o) TS0 O)BL  (v)
II II mips N1 II N1y Jonpg

j=o

I U . m.o-1 .
! I g
=C'm§ (B 1s 3 - 5. 5 s

I I n IY'm n.) )*B. (v)

T I I I Jsng

Wegen der Ubereinstimmung der Randkurven ist

Rl - " o S (0.0 = s (1) = sedy,

Die obige Bedingung ist dann erfiillt, wenn fir alle

g galt:

mI-l i) )

my o, on’ (3.71)

- 4 b o
Sl ) <SG = eisd) - sy

Giehe Bild 3.20).

In G1.(3.67) wurden die Ableitungen in den Ecken des
Pflasters als Funktion der Randstitzstellen angegeben.
Umgekehrt kann man zu einer Fldache, die sich in der

m n
Qu,v) = § E aij'u1'VJ (3.72)
1=0 J=o

darstellen 18Bt, die Randstiitzstellen als Funktion der

Form
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i i berechnen:
IEhEtnTEy 15 SaR Teen Uen Auf Grund der beiden Eigenschaften
i .
3 . q .
S(l i) - (1) mr;q Lo 2 - Q(u,%)" j=o,n m
m,n ;=o q : Du u=0 ZE: Bi p(u) =1 und 0% By n(u) <1 » U€E (0,1)
(3.73) i=o
m-i )q )
= E (-l)q(m;i)iﬂé$li':;“q Q (1,%)rj=o,n der Approximationsfunktionen ist jeder Punkt der
q=0 ° u

u=1 Bézierfldche Q(u,v)

der Stiitzstellen Si i

eine konvexe Linearkombination
Die Fldche muB deshalb inner-
halb der konvexen Hiille der Extrempunkte des Poly-
gonnetzes liegen (siehe Bild 3.21).

Die restlichen (m-1)(n-1) Stiitzstellen des Poly-
gonnetzes lassen sich durch Koeffizientenvergleich
zwischen G1.(3.72) und G1.(3.60) berechnen.

S(0)

Bild 3.21: Bézierkurve lTiegt innerhalb der konvexen
Hille der Stiitzstellen

Bild 3.20: Kantenfreies Aneinanderfiigen zweier Bézierflidchen



Die Bézierfldche gibt ungefdhr die Form des Polygon-
netzes wieder. Unerwiinschte Wellen oder Buckel treten
wegen der gldttenden Eigenschaften der Bernsteinappro-
ximation /25/ nicht auf.

Mit Bé&ziers Methode wird das Konstruieren von Kurven

und Fldchen einfach. Der Benutzer braucht sich nicht

um Ableitungen nach dem Parameter zu kiimmern. Mit den
von ihm eingegebenen Stiitzstellen kontrolliert er direkt
die Fldachenform. Die Implementierung eines Programms

zum Entwurf von 3D-Fldchen /26/ auf dem AGT 130 der

TUE hat gezeigt, daB der Benutzer bereits nach kurzer
Ubung in der Lage ist, den von ihm gewiinschten Kurven-
und Fldchenverlauf durch Polygoneingabe zu erzeugen.

Bild 3.22 zeigt die schrittweise Bé}ierapproximation
einer Freihandkurve. Zur ersten Niherung werden die
Polygonstiitzstellen auf die zu approximierende Kurve
gelegt. Dies liefert die gepunktete Bezier-Kurve.

Die Bilder 3.23 und 3.24 zeigen Beispiele fiir geschlos-
sene und offene Bé&ier—Kurven.

Die Vorteile der Bézier-Approximation sind:

1) Einfache Definition durch Polygone.
2) Pflaster kidnnen ohne die Angabe von Tangenten-

vektoren kantenfrei zusammengefiigt werden.

3) Gléttende Wirkung.
Als Nachteile sind zu nennen:

1) Der Grad der Fldche und somit auch der Rechenauf-
wand ist abhdngig von der Anzahl der vorgegebenen
Stiitzstellen.

2) Bei Verdnderung einer Stiitzstelle &dndert sich die
gesamte Fldche (ohne Rand). Lokale Anderungen sind

nicht moglich.
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Die Bewertung der bisher betrachteten Verfahren legt
den Gedanken nahe, nach einer Approximation zu suchen,
die die Vorteile der Splines

- Segmentweise definiertes Pelynom
- gute Stetigkeit an den Segmentiibergdngen

- Erhdhung des Freiheitsgrades ohne Erhdhung
des Polynomgrades

und die der Bezier-Approximation
- leichte Formgebung durch die Poygondefinition
- keine Angabe von Tangentenvektoren notwendig

- gldttende Wirkung

in sich vereint. Zusitzlich sollte das Verfahren loka-
le Anderungen auf der Fliche zulassen. In den Versffent-
lichungen /24/,/27/ Mitte des Jahres 1972 wurde ange-
deutet, daB durch die Anwendung von B-Splines anstelle
von Bernsteinpolynomen ein Verfahren mit den o0.g. Eigen-
schaften gewonnen werden kénne. Dies gab mir AnlaB, die
Eignung von B-Splines fiir den interaktiven Kurven- und
Flachenentwurf und die Hardware-Realisierung eingehend
Zu untersuchen. Eine wesentliche Hilfe war dabei der Auf-
satz von Schoenberg /28/ "0On Spline Functions", in dem
er die Eigenschaften der B-Splines mit denen der Bern-
steinpolynome vergleicht.



S S
So S

Bild 3.23: Geschlossene Bézier-Kurve

Sa

Bild 3.24: Offene Bézier-Kurve

w

ild 3.22: Schrittweise Approximation einer Frei-



3.4.2 B-Spline-Approximation /29/

Im ersten Teil dieses Kapitels werden die Eigenschaf-
ten der B-Spline-Funktionen (B steht fiur Basis /28/)
dargestellt. Im zweiten Teil wird dann ihre Anwendung

im Kurven- und Fldchenentwurf gezeigt.

3.4.2.1 Eigenschaften der B-Splines

Eine B-Spline-Funktion (kurz: B-Spline) der Ordnung k
ist ein stlickweise (segmentweise) definiertes Polynonm
vom Grad (k-1), das an den Knoten (Segmentiibergdngen)
(k-2)-mal stetig differenzierbar ist. k zusammenhdn-

gende Segmente sind von Null

Die Werte Pi der unabhd@ngigen Variablen an den Knoten
des Spline seien im Intervall (p0 % ) wie folgt gege-
ben:

.4y

x (3.74)

£ p 4 2
Pol P1é...p;4p

49= (PgsPpones

Dann ist Mi,k(p) ein

i+l "
,pi...,% ) heift Knotenvektor.

Spline der Ordnung k vom Grad
(k-1), wenn gilt

a) Mo (p) ist Polynom vom Grad (k-1) in jedem Teil-
intervall (pi,pi+1)

b) My (mrect ) in (p.p ).

) My (p) = 0 fir pLp; (3.75)
My k(P) = 0 fiir p2p,,,
oder anders ausgedriickt
My k(p) # 0 fir p,Sp < pyyy (3.76)

verschieden(siehe Bild 3.

25).

d.h.: der Index i gibt den Knoten an, bis zu welchem

der Spline noch den Wert Null besitzt.

Der B-Spline Mi,k(p) ist nach de Boor /30/ rekursiv
aus folgender Beziehung zu berechnen:

p_p'i pi+k— p

M, o iie T
e RS R e P

Miv1,k-1(P)

Eir k = 1 st Mi k(p) definiert als

i p.$p<p

(pi+1 TPy i

i+l

0 sonst

Der normalisierte B-Spline Ni k(p) mit der

Eigenschaft E Ni,k(p) = 1

i
errechnet sich aus Mi k(p) nach der Formel /30/

Ni k(p) = (pi+k-p1) Mi,k(p)

und mit G1.(3.77) ergibt sich die Rekursionsformel

P - p. p. -p
Ny (p) = ‘ N ik TP
1.k e R e AL Pisk ~ Pis1

Aus G1.(3.78) und G1.(3.80) folgt fiir den normalisier-
ten B-Sp]in%erster Ordnung

Pi$P<pyy
Ni,l(p) = fiir
0 sonst
Ni,1(P) = H(p - p;) - H(p - p; ;) , wobei
! p20
H(p) = fiir die Sprungfunktion ist.
0 p<o

(3.

Nis1,k-1(P)(3.

.77)

.78)

79)

.80)

81)

.82)



In Bild 3.25 sind die Verli#ufe der B-Splines
fur k=1 bis k=4 dargestelit.

K=1

K=3 _./\.__
wr_.-//\\_.*

Bild 3.25: B-Splines fir k = 1 bis k = 4
G1.(3.78) bzw. (3.82) impliziert, daB bei zusammen-
fallienden Knoten Pi = Piyr
die Splines Mi,1(P)= Ni,l(p) = 0 sind.
Fallen 1 Knoten zusammen, d.h. ist
p'l =P.i+l= =P1+(]_1) 161,2,...,

(3.83)

dann reduziert sich die stetige Differenzierbarkeit
der Funktion M. ,(p) an der Stelle p; von cl{k-2)

Sur clx-1-1) g3y weiterer Effekt ist, daB der B-
Spline nur noch aus k-1+1 Segmenten, die verschieden

von Null sind, besteht.

Bild 3.26 zeigt fir k = 3 alle Moglichkeiten fiir das
Zusammenfallen von Knoten.

I
!

S =2

Bild 3.26: k = 3 Zusammenfallen von Knoten



Das Arbeiten mit B-Splines wird wesentlich verein-
facht, wenn die Knoten Pj nach G1. (3.74) positive
ganze Zahlen sind. Zu diesem Zweck werden neue Koor-

dinaten eingefiihrt:

pl o= i i i€0,1,2,...,e (3.84)

Zwischen den Knoten soll gelten

0¢p¢1

also p=p' (mod 1)

Die Rekursionsformel G1.(3.81) zur Berechnung de
normierten B-Spline wird damit
p' - i i+k - p' N

NPT = SNy e (P == Ny k-1(P') (3089

Als Beispiel werden zu den Kurven in Bild 3.25 die

zugehSrigen B-Splines fir i = 0 berechnet: £
No ((P') = 2 Ng 1 (p') + KB ln (p') »
0,k'P kK-T""0,k-1'P k=T Vi41,k-10P (3.8

= E%(pﬂNo,1+(1'p)'N1,ﬂ
p

" 2%——(p-N1’1 + (1-p)-N, )
2
. 2 .1 1 2
No,3(P') = Bpeg g+ (=p%+peg) ey +7(1-p)%N,

Die B-Splines mit zusammenfallenden Knoten berechnet
man nach G1. (3.81)

N'' bedeutet 2-fach Knoten

N'' bedeutet 3-fach Knoten etc.
Beispiel: k = 3

, 1 =0 mit dem Knotenvektor

Pi ) Py py) (siene Bild 3.26)
{ i
2

|
0
P D LR
N = 0L N + N
053 ' ] 092 1 [ 1,2
p o pO p3 - pl
= 0 2'pl
el o v SN, ,

Die B-Splines mit einfachen Knoten sind periodische
Funktionen mit der Periode k:

N. o (p') = N. (r') _ (p')
ik itk,k = Ni+k)mod e ,k (3.87)

Bild 3.27 zeigt die Familie der periodischen B-Splines
fir 3
em=uaund k = 3 : Ni
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4. . - B-Splines mit mehrfachen Knoten sind dagegen keine
( periodischen Funktionen. Dies erkennt man aus Bild
3.29, das die Familie der nichtperiodischen B-Splines
mit e= 8, k = 3 und k-fachem Knoten am Anfang und
Ende des Intervalls (0,e) zeigt.
g2
4 " i r
N3 Nys N s a3 : N
2 | 03 n
| 1 N
|- 53
0 1 2 3 & ¢
| l/z
3
Bild 3.27: Periodische B-Splines Ni 3
’ t
i=0 3
7} N /
Ny 23 Nis Nes
Der zugehOrige Knotenvektor
1} 1 1} 1 o - 1} 1 z
P o, 01, v5, Py, Ph = By = (P o 4) E° 3
‘ t] 188t sich als geschlossener Kreis darstellen:
5
| Bild 3.29: Nichtperiodische B-Splines L
] 1=0
£

s J L ’ l 1 ] 1 ! )
it f‘ (Po =P1=PpsP3spy 5Py PGP, =Pg)

ey oy ©F i T S
° T ] o
K
A 2
’ P P
(A

?ilﬂ_ﬁ;ggi:"Nichtperiodischer" Knotenvektor

Bild 3.28: "Periodischer" Knotenvektor



Ein interessanter Sonderfall entsteht, wenn der Knoten-

vektor f? nur aus k-fachem Anfangs- und Endknoten be-

steht, also
4€ = (B, =Py = Pp-10 P = «-. = pg), e=2k-1 ;
| S — =
NSRS e k-1 e
k-facher Knoten k p;I p%l
0 k

Was dies bedeutet, soll das Beispiel mit k=3 erliutern.

Nach G1. (3.81) gilt:
P' - p, Py - p’
Mg Sl g ¥ ———ally 5
P, = Po Py - Pq
' 1-p!
= BgepeNgy + (op)eny )+ LR pny v (1p) g
=0 =0 =0
[ = s 2
NG,z = (1-P)%N,
Pl Py - P’
Ma "Wy g sl
P3 - pl p4 pz
] 1' !
= PNy (Lep)Ny )+ AR (N, ok (10p)
=0
Ni,3 = 2p(1-p)N, ;

Aus Symmetriegriinden ist

n ] 2
N2,3 (p) & NO,3(1'p) =p ‘NZ,I

=

n

~stellen bestimmt wird, kann der Benutzer bei
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Dieses Ergebnis erhilt man auch aus der Formel
die Bernsteinpolynome 2-ten Grades:

fir

By o (p) = (3)-p'. (1-p)2-1

Satz: B-Splines der Ordnung k sind identisch mit
Bernsteinpolynomen vom Grad (k=1), falls die B-Spline
aus einem Segment besteht, das von zwei k-fachen Knoten
begrenzt ist (Beweis /28/):

& (p)
0.0, .. , 0, 1,1, ..., 1) ik-1 (3.88)
— I Se———
k k

1}
w

3.4.2.2 B-Spline-Kurven und -Fldchen

Analog zur Definition der Bézierfldche G1. (3.60) wird

die B-Spline-Fldche definiert als

m n
Q(u', v') = _S_ E Ni,k(ul)'sij'Nj,](V')
i=o0 Jj=o0
(3.89)
T -
= E\‘i,k(ul)] . 5'[Nj,](v')]
wobei der Tensor 5 wieder die Koordinaten der Stiitzstellen

des Polygonnetzes enthilt.

Im Unterschied zur Bézierapproximation, bei welcher der
Grad der Flache von der Anzahl der vorgegebenen Stiitz-

der B-Spline-
Approximation den Grad (k=1), (1-1)
wdahlen aus

der Fldche selbst

m+ 1 bzw.
no+ 1

IN N

(3.90)
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Zusdtzlich kann zwischen periodischen und nicht- B-Splines k-ter Ordnung Ni k(u') € ck'2 approximiert
periodischen B-Splines gewdhlt werden: werden, so muB der Knotenvektor folgende Form besitzen:
a) Approximation mit nichtperiodischen B-Splines t{ & fmree T i ' | ) '
(u0 ug S=Up g UgsUppqoe--u m’ um+1=um+2="'“m+k) (3.94)
\f——‘
Durch Vergleich von Bild 3.29 mit Bild 3.18 ist zu k-fach k-fach

erkennen, daB sich die nichtperiodischen B-Splines

und die Bernsteinpolynome am Anfang und Ende des

Definitionsbereichs gleich verhalten. Insbesondere e  “m+k
gilt analog zu G1. (3.64):

0 1 m-k+1 m-k+2
(k—l) (kfl) — L ] i
No,k (0)y = 1 No,k (1) = 0 k-1 ’ Bk
(3.91) l
(k-1) (k-1) ut uy Yy i
N 0 = 0 , N 1 = ] m
m, (0) m,k Ak 0 m+1
( (k-1), bedeutet: k-facher Knoten ) Die B-Spline-Kurve ist dann iiberall (k-2) mal stetig
differenzierbar. Sie setzt sich aus Kurvensegmenten
Vorerst werden Kurven betrachtet:
b+k-2
Q(g') = E::: Ny (u') S; s 1£b4 m-k+2
aa) Kurvenapproximation i=b-1 b-14 u'ép
m
Q (u') = E : Ni,k<“') 8, (3.92) zusammen.
TE Die Anzahl B der Kurvensegmente ist gegeben durch
A T B = m-k+2
= Ai,k(u.) . 3 (3::95)

Beispiel 6: m =5, k = 3 (siehe auch Bild 3.29)
Aus G1. (3.91) folgt, daB Anfangs- und Endpunkte von

Kurve und Polygon zusammenfallen: Q(u’ zz: :
u ) = N. (u ).S.
= 3 L
S =0 (0) , s, = Q (u'..) (3.93) 4 : . .
S up = Uz, ug, U, uf, ug = uj = ué)
Soll ein Polygon aus (m+1) Stiitzstellen Si mit +— + + — o L



3-62
Lot) = S 8% g8y g gtlglly gHSally oFERNG +¥5.8E 3
T 2
Q(u') = So(u - 2u + 1) N2 1t
2 u2
51'[ ('?-U +2u) NZ,I + (2’ - u o+ 2‘) N3’1 *
52-{( wl/2 ) Np,p+ (-uleu e 2oy s ($u?-usl)
N T R T I R e e
54.{( u2/2 ) -Nq,1 + (—%u2+u+ %) NS,l} +
2
Sy{( u ) NS,I}
oder anders geschrieben
3 U2
e — B e s e T 2y -
: [Sl'(_? - U+ 2-) + Sy(-uT+Hu + > ) + Si(_Z)}'NB,lﬁ:
|
| S '(uz & + x) + Sy(-u"+u + 5) + S (uz) N l
27z i3 3 =7 2
s-(“z- P TR rurd) o+ so(ud)}en
gz = w43l (g W ruty) (U ) Ns

Die Kurve besteht aus 4 Segmenten. Eine Stiitzstelle tritt
in 3 Segmenten auf, woraus sich die Lokalitat ihn

Einflusses ergibt. Das erste (letzte) Segment bestimmt das
Verhalten der Kurve bei S0 (Sm). daB da
Polygon k Stiitzstellen besitzt, erhdlt man wieder die Bézie
kurve. Bild 3.30 zeigt eine B-Spline-Kurve mit m =5 , k =/

und die entsprechende Beézierkurve.

hGchstens

Fiir den Sonderfall,

/

B-Spline

— Bézier
4

Bild 3.30: Bézier- und B-Spline-Kurve fiirm = 5

Auf Grund der beiden Eigenschaften

= /4
Zi N (DE 1 und o & Nisﬁ)él . u € (0,1)
liegt jedes Kurvensegment Qb innerhalb der konvexen

£ nd b+k-2 : p
Hille der Stiitzstellen Si . Die B-Spline-Kurve

: ; i=p-
gibt damit den Verlauf des Polygons wesentlich exakter

wieder als die Bézierapproximation. Bild 3.31 zeigt zu
einem Polygon die konvexen Hiillen fiir Bézier- und B-
Spline-Kurve.



Analog fiir das letzte Kurvensegment:

Qp, (u') = Bu = 1),(-3u + 1), 24. Sql =

s
G, (1) - [0 < S 2]'{53 2By = 8y)

ab) Fldchenapproximation

Die fiir Kurven gemachten Aussagen lassen sich unmittel]-
bar auf Flidchen ibertragen. Die Flache

m n
Qi ,v) =Z:: EE: Ny (u')-S..eN. J(v') setzt sich aus
i=0 j=0 2

[
Pflastern
Bild 3.31: Konvexe Hiillen fiir Bézier- und E-Spliqe-Kgrve _ b+k-2 c+1-2
(m =5, k = 3). Fliir k = m + 1 sind beide identisl ch(u',v') = ;_ > Ni,k(”')'sij j,1(V')
i=b-1 j=c-1
(3.97)
R b - 1<% 0'Sp
Aus Gln. (3.88) und (3.93) ergibt sich, daB die erste ' Sy . e 1 & v £ zusammen.
und letzte Polygonseite Tangenten im Anfangs- und
Endpunkt der Kurve sind. Dies 1dBt sich durch Differen- Die Anzahl der Pflaster ist
zieren von Gl. (3.96) verifizieren:
ECR N @Mk 2 - 1+ 2 ) (3:98)
R ! ' s0 Wird eine Stiitzstelle S.. verdndert, indert sich im
’\b_U_‘Ql(u ) = Qlu(u ) = (2U'2) > (-3U+2) s Ujf-e 51 e g ; b ’ . l
g Gegensatz zur Bézierapproximation nicht die gesamte
S 2 Fldche, sondern hochstens k - 1 Pflaster.
¢}
Q,,(0) = P-Z) g 12 0]- Sy =.2:(8; = 8.} »




Die Fldchenapproximation mit nichtperiodischen B-Splines

erfiillt die auf Seite 3-47 gestellten Forderungen.Ein
Nachteil ist, daB die Pflaster am Rand der Fldche mit
anderen Polynomen (siehe G1. (3.96)) approximiert werden
als die ibrige Fldche und deshalb eine einheitliche
Darstellung nicht mdoglich ist. Dieser Mangel tritt bei

den periodischen B-Splines nicht auf.

b) Approximation mit periodischen B-Splines

ba) Kurvenapproximation

Ein B-Spline Ni K (u') mit dem Knotenvektor
zt'= (u{ mod m+l = i mod m+l) hatsein Maximum beim

@ ot K o i o bR
Parameterwert u' = up + =i+ (Bild 3.25).
Fir die Kurvenapproximation wird G1. (3.92) so modifi-
ziert, daB fir geradzahliges k der mit Si korrespondie-
rende Kurvenpunkt Pi = Q (u%) st

m
Q () =d_ s,
1=0

N,. k d 3.99
(i-7) égdzm+1),k ( )

Fir ungerades k wird fir ; die ndchst kleinere, ganze
Zahl eingesetzt:

k
k
% = { H fir

entier (%) k

gerade

ungerade

Approximiert man ein Polygon aus (m+l) Stiitzstellen
nach G1. (3.99), so erhdlt man auf Grund der Periodizi-
tét der Approximationsfunktionen (Bild 3.27, 3.28) eine
geschlossene Kurve, die keine der Stiitzstellen Si
interpoliert. Die Kurve besteht aus (m+1) Segmenten.

BelilspielliZ: m= 3 ., k = 3

In Bild 3.27 ist der Verlauf der zugehdrigen B-Splines
dargestellt.

3
Do) o= Z \ (u'
) i ”(1~1)mod 4,3
1=0
= so N3’3 + Sl N0’3 + 52 N1 3t 33 42,3
- Sl 2 1 2
= (S =(1- Sl u .
(53 7 5(1-u)® + S - (-u+urz) + Spt 3 ) Ny oy
+ (S + S N
O 1 * 32 )"1,1
= (S +S
(S + S \
2 3 + SO )N3’1
. R
2 L
7(1-u) S3 Sp S S,
1
-u +u+ S S S S
2 QEMRs Py Dy (3.100)
u2
= S1 S2 S3 S0

T L
U-B , wobei die erste Spalte von B das

erste Kurvensegment liefert fiir 04 ufl, usw. Bild 3.32

zeigt die Approximation eines Rechtecks mit k = 3 und k = 4.
Man erkennt, daB die Knoten der Kurve flir geradzahliges k
gegeniiber den korrespondierenden Stitzstellen liegen, wih-
rend sie fiir ungeradzahliges k in der Ndhe der Mitte der
Polygonseiten liegen. Fiir k = 3 liegen sie genau in der
Mitte.



5; Sf wobei der untere Index den Namen
und der obere Index den Wert

der Stiitzstelle angibt. Ist f = i, wird nur i angegeben!

Beispiel 8: Offenes Polygon mit 4 Stiitzstellen

= . Lol
f&=3 : S0 S1 32 S

dobizzsim = 5 B =4

Aus G1. (3.100) wird

T
' i 1 2 1
Oluiy: = 5 (1-u) So S1 52 53
-u2+u+%- s, 5,5,
2
u 4 -
= 52 53 S4 55 und fur
&= 1 sgs§5253s455525§——m=7—>3=5
S
o S
; ; .
3 2
u') = = (1- S
BITH 382 wow 3y k = 8 und 4 M A R S0 01 52 53 By
3 2 2
3uT-6uc+4 ; S1 52 53 54 35
-3u3+3u2s 3041 S ss, 5 S

Sol1 ein offenes Polygon durch eine offene Kurve so 3 . 5
approximiert werdenldaB die Endpunkte von Kurve und 4 33 S4 5 S6 S7
Polygon zusammenfallen, dann miissen SO und Sm (k-1)-
fache Stiitzstellen sein. Die erste und letzte Polygen- k wird im Hinblick auf die Hardware-Realisierung auf den
seite sind dann in SO und Sm wieder Tangenten an die Bereich 2€ k€4 beschréankt, so daB® nur drei verschie-
Kurve. Die Kurve besteht aus B = (m-k+2) Segmenten, dene Vektoren U, mit Approximationspolynomen vorkommen
wobei m die (k-1)-fach Stiitzstellen auch (k-1)-mal konnen:
enthdlt. Fir die Stiitzstellen wird folgende Schreib- o Uy = (1-u, u)
weise eingefiihrt: 1 2 2 1 uZ

k = 3 x U3 = (§(l-u) ,» (-u +u+?), _7) (3.101)

k = 4 Uy = s01-u)%, (3uP-6u2ea), (-3u3e3ue3unt), od)




Bild 3.32a: Offenes Polygon mit k = 3, k = 4 approximiert

Damit 1dBt sich folgende Vorschrift fiir das Aufstellen
der Gleichung einer B-Spline-Kurve angeben:

Seien (m+l) Stiitzstellen S1 gegeben:

1) Wahl der Ordnung k :—>Uk

2) Geschlossenes Polygon : SOEE Sm+1

Das erste Kurvensegment ist bestimmt fir
=838 d urch Sm SO S1
k = 4  durch Sm S0 S1 S2

Durch zyklisches Vertauschen der Stiitzstellen erhilt
man insgesamt (m+1) Kurvensegmente.

3) Offenes Polygon:

Das erste Kurvensegment ist bestimmt fiir

i, 1:
k=38 durch S0 51 S2
. 2002
k = 4 durch S0 S1 52 S3

Durch Zusammenfassen von jeweils k Stiitzstellen
erhdlt man (m-k+2) Kurvensegmente.

Fir beide Typen der B-Spline-Kurven gilt, daB die Kurve
bei k kollinearen Stiitzstellen ein Geradenstiick mit dem
Polygon gemeinsam hat. Liegen (k-1) kollineare Stiitzstel-
len vor, so ist die entsprechende Polygonseite Tangente
der Kurve (siehe Bild 3.32). Die Kurven haben hdchstens
soviele Wendepunkte wie das Polygon und besitzen nur
Schleifen, wenn auch das Polygon Schieifen aufweist.

O0ft tritt der Fall auf, daB die Kurve Ecken haben soll,
die Steigung an dieser Stelle also unstetig ist. Dies
kann erreicht werden, wenn (k-1) Stiitzstellen zusammen-
gelegt werden. Die Kurve interpoliert diese Mehrfach-
stiitzstelle und hat die in diesem Punkt zusammentreffen-
den Polygonseiten als Tangenten. Bild 3.33 zeigt fiir den
Fall k = 3 zwei aufeinanderfolgende 2-fach Stiitzstellen.
Damit ist auch die Bedingung fiir k kollineare Stiitzstel-
len erfiillt und die Kurve enthdlt ein Geradenstiick!



Soﬂ 52,3
Bild 3.33: k = 3

bb) Fldchenapproximation

Die fiir Kurven gemachten Aussagen lassen sich unmittel-
bar auf Fldchen iibertragen. Die Fliche setzt sich aus

Pflastern z
Q. (u', v') = Ue - §bC-V1 (3.102)
zusammen. U und V enthalten nur die in G1. (3.101) an-

gegebenen Polynome. Uk und V1 konnen von verschiedener

Ordnung sein.

Offene Fldche:

Sollen die Eckpunkte von Polygonnetz und Fliche zusam-
menfallen, dann missen die Stiitzstellen der Randpolygone
(k-1)-fache bzw. (1-1)-fache Stitzstellen sein. Die
Fldche setzt sich aus (m-k+2)(n-1+2) Pflastern ch(u',v‘)
zusammen, die nach G1. (3.97) nummeriert werden:

BB 1), (c-1) - S(b-1),(c+1-2)
Sbc 5
(3.103)
S s
L (bek-2) , (c-1) .. ... (b+k-2),(c+1-2) |
Beispiel 9: 3x3 Siitzstellen, k = 3 m = ¢4
1=3 n=4
' 1 o 1 & =
O = Uaeny Vs
[ ey 3 g
Soo Sol soZ 503 S04
et 13
B 6" 51 S, Sy Sis
=01 23
20 Sy1 Sp;p Sz Soy
31 33
530 %31 S32 S33 S3;
S TN 2o 33 33
LS20 Sa1 Saz Si3 34z



11 11 .12

So0 So1  Sp2
Si1 - 11

S10 311 Sy

21

20 S2i Sy

Sz 2
s,
53 2
Si3
Sy
S g
531

Bild 3.34: Offenes Pflaster. 3x3 Stiitzstellen
k=1=3,m=4,n-=24

33

In einer Parameterrichtung geschlossene Fliache:

Das Polygonnetz sei in v-Richtung geschlossen: Si fial

Die Fldche setzt sich dann aus (m-k+2)(n+1)
Zusammen.

Pflastern
Der Tensor T fiir die Gesamtfliche wird in

u-Richtung nach G1. (3.103), in v-Richtung durch zykli-

sches Vertauschen entsprechend der Vorschrift fir ge-
schlossene Polygone (S.3-70) gewonnen.

Beispiel 10: 3x3 Stiitzstellen: k = 1 = 3; m=4 ;n
o s sz s ]
B e s, S, s,
RO S, S,y Sy
RS T SsoS30 . Sy
S s

2



In beiden Parameterrichtungen geschlossene Flidche:

Sm+1, n+1

Die Fldche setzt sich aus

zusammen.

Beispiel 11: Ring:3x3 Stiitzstellen k

(Soo

S10

520

500

(m+1){n+1) Teilflachen

i =

3="77

Aus den angegebenen Beispielen ist zu erkennen, caf
das kantenfreie Zusammenfiigen von E-Spline-Pflastern
kein Problem darstellt. An den Rindern der beiden
zusammenzufigenden Pflaster miissen nur die Stitzstel-
len des Randpolygons iibereinstimmen. Tangentenbedin-
gungen sind nicht zu Leachten. Dies bedeutet, daB

der Tensor S der neuen Fliche sich durch Zusammen-
setzen der Einzeltensoren unter Beachtung von even-
tuellen Mehrfachstiitzstellen ergibt. Treten innerhalb
von S keine Mehrfachstiitzstellen auf, so ist die
Fldche iiberall (k-2) mal stetig differenzierbar.

Beispiel 11: Zusammenfiigen zweier Pflaster

d 00 So1 So2 - 03 So4
B 390 511, Sy i I = I3 Sy
20 S21 S22 23 S24
Es soll sein: QI tu,1) = QII (u,0)
Vor. : kI = kII = 11 = ]II
Mit 03 , S12 = S;3, Spp = Sy wird
B B0 So1 So2 Sos Sos Soe
S10 511 S12 S14 S15 Sy
52 S21 S22 Saa Sps Sy

bc) Berechnung der Flichennormale

Die Fldchennormale wird zur Berechnung der Grauwerte
auf der Fldche bentdtigt.
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N(u',v') _ Qu (U',v') x Qv (u',v') (3.104 Analog zur Bézierapproximation gilt:
1 [ . T T« 1 c
Aus Q (u',v") = U -S-y wird nach /30/ pi = Q (4i) 3 (3.109)
P) T
u',v' = . ol S .V %
Qu( ) u k 1 viobei /Si den Wert des Parameters u' angibt, fiir den
T - = 3 2 s :
: UP AT -V] (3.10 die Stutz%te]]é Si ihren groBten EinfluB auf die Kur-
k-1 i ve hat. Sind die A einer Kurve bekannt, so kann fol-
gendes lineares Gle1chungssystem zur Bestimmuno der
. - _ Stiitzstell
nntAi Sij Si,j Si-l,j (3.106 en S aufgestellt werden:
’ G TS e T . j b 1 ] ] 1
bzw. Q,(u'sv') = UITAS v (3. 100 [Q(éo) [1T(s,) (so
mitzsj S1.j = Si,j - Si,g-l (3.108 :
% T
P.l = QA:) | = Us) |- | s oder
Beispiel 12: Berechnung der Ableitung zu Beispiel 8 e . :
r 1 ' .
0, (u') = 2T 0 0% %] d mit G1. (3.10f e L )J e ).] S"'J
u') = i s und mi 8 . L L
u Su 3 S10S, 53 Sa ]
4
S S 8 S
‘ P2 °3 Y4 s P = U S und hieraus (3.110)
-1
_ =
! i . s SsS- D -1 - T 3.111
L . $17Sg  Sp7S; $37S, 5,-S, ( )
Q, (u') = Uy
u = s4_s uT ist nichtsinguls d i i
?2—51 S3-S2 54—53 575, guldr un invertierbar,wenn alle ’6i
verschieden sind /23/. Fiir offene Kurven jst dies

: w nur bei nichtperiodischen B- -Splines gegeben.
3.4.2.3 Interpolation mit B-Splines

Beim Entwurf von Formen am Bildschirm tritt oft der Fall In /28/ hat Greville nachgewiesen, daB der mit iy
auf, daB man von einer bekannten Kurve,die analytisch od Korrespondierende Kurvenpunkt P; einer B- 5P11"e-
als Punktmenge vorliegt, ausgehen will. Um mit ihr weitef KUrve den Parameterwert

arbeiten zu konnen, bendtiat man deren definierendes Poly

gon S. Dies 148t sich unter der Annahme, daB die vorlie- 4. = 1 (u!

= ' '
BRSOl P e ul ) (3.112)
gende Kurve eine B-Spline-Kurve ist, berechnen. Man muf i k=1

ganze, positive Zahlen

den Zusammenhang zwischen den Stiitzstellen Si’ den dazu & besitzt. Da die Knoten u;
korrespondierenden Kurvenpunkten P; und den Knoten u; sind, gilt (mit Ausnahme des ersten und letzten

der Spline kennen. Kurvensegments):




Bei diesem Parameterwert hat der B-Spline Ny o (ut)
seinilaximum. Fir geradzahliges k ist/Si ein Knoten,
d.h.ASi € uj.

Beispiel 13: Zu der Kurve in Beispiel 6, Bild 3.30
werden die Parameterwerte /51 und die Punkte P1. = Q('Si)
berechnet. Aus G1. (3.12) ergibt sich (m=5 , k=3):

= 1 1 1
A = 7 (ufg * ui.00
A = 2 (ul+i)) 2 olEENEINEESC
0 2 1.2 i 0 0
= 1 ' 1 R 1 _1 5 1
Ay = g (uptug) = 5, Py = 7 S 43 Siap S,
.1 Vi NS 1 3 1
B2 = 7 (ugtug) = 3. Py = 3 Si+r Syt Sy
) 5 s
By = = LR oty Sty S,
) g B 1
44 = % @ ed =5 P4 = S3+— S4+4 55
A5 = ... =& SEEEECE

Mit diesen Werten wird aus G1. (3.111):

] g =i :
8] 10 00007 [ P
1 © 0§ 7 500 Py
S3 00 5 750 £5

5] oo osORel f i) @ |

|

—

In vielen Fdllen ist die zu interpolierende Kurve
nicht analytisch sondern als Punktfolge entsprechend
der AuflOsung des Eingabegerdts (z.B. Tablett oder
Lightpen) gegeben. Eine gute erste Niaherung erhilt
man, wenn zur Berechnung des zugehdrigen Polygons in
Gl1. (3.111) fir die Pi die relativen Maxima und Minima
der Kurve gewdhlt werden. Dieses Ergebnis kann, wenn
beide Kurven und das Polygon auf dem Bildschirm vor-
handen sind,interaktiv schnell verbessert werden.

Mit der B-Spline-Approximation steht ein Verfahren

zur Kurven- und Fldchenapproximation zur Verfiigung,
das fiir den Benutzer einfach zu handhaben ist /31/

und durch seinen geringen Rechenaufwand eine schnelle
Hardware-Realisierung ermdglicht. Neben der Anwendung
in Computer Graphics sind B-Splines sicher iberall
dort von Interesse, wo die Problemstellung stiickweise
definierte Funktionen verlangt, deren hShere Ableitun-
gen nach dem Parameter (z.B. der Zeit beim StraBen-
entwurf) stetig sein miissen.

Die Bilder 3.37 und 3.38 demonstrieren den engen Zusam-
menhang zwischen definierendem Polygon und approximie-
render B-Spline-Fldche bzw. -Kurve.



Bild 3.37: B-Sbline-Annraximatinnilk=2\ daec

DAaluvAanre
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Mit
4. Vermittlung eines dreidimensionalen Eindrucks i < _ Slj eid B [p 1 TN
TP ez, TP Ti3P Y
Um dreidimensionale Objekte auf dem ebenen Bildschirm 1J
eindeutig interpretieren zu kdnnen missen fiir den Be- T
trachter Sehhilfen geschaffen werden, die ihm einen wird Qp(u'sv') = L5,V (4.4)
Tiefeneindruck vermitteln. In diesem Kapitel werden
nur die Verfahren angegeben, die mit der in Kapitel 5
beschriebenen Hardware realisiert werden k&nnen. ‘ Versuche mit dieser lliherung ergaben gegeniber der
Serechnung nach Gl. (4.2) kecinen schlechteren Tiefen-
4.1 Perspektive eindruck.
...... Gl. (42)

Die perspektivische Projektion eines Punktes Q = [XYﬂ
wird unter der Voraussetzung, daB die Ebene Z = 0

die Bildschirmebene ist und der Blickpunkt die Koordi-
naten [0, 0y é] besitzt,

nach QP = %TFZ (4.1)

berechnt. Ist Q ein Punkt auf einer B-Spline-Fliche,

o
. Uu-S.v
so gilt Oy (u%v') =nbmoed (4.2)
P 1-p-uT-Z.v

wobei Z die Matrix der Z-Komponenten des Tensors S der
Stiitzstellenkoordinaten ist. Die Division nach Gl. (4.2)
fir jeden Fldchenpunkt stellt einen erheblichen Rechen-

. i : / P =+ 30 X.I -5 ]-5 7.5 |-5 5]-5]-5
aufwand dar. Dies 1dBt sich vermeiden, wenn man unter
Beachtung des engen Zusammenhangs zwischen Polygonnetz X.| 0 0J12.5 | 0of10]| of o
und Fldche G1. (4.2) durch eine "Falsche Perspektive" Y 0 0 5 10| 15 20| 20
ersetzt, bei der nicht jeder Kurvenpunkt, sondern nur
Z 0 0 0 5[-51101 -5

die Stiitzstellen Sij nerspektivisch transformiert wer-
den.

w
-

—_—
a.
N
—

"Falsche Perspektive'
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4.2 Notation
Eine sehr wirksame Sehhilfe ist die Rotation des drei-
dinensionalen Objekts in Lchtzeit auf dem Bildschirm.

Fir die B-Spline-Flidche miissen nur die Stiitzstellen-

koordinaten transformiert werden:

y (4.5)

wobei R die (3x3) Rotationsmatrix ist /32/. Damit

wird Qn (u

4.3 Helligkeitssteuerung

Die Intensitdt des Kathodenstrahls wird als Funktion
der Z-Koordinate variiert. Dieses Verfahren ist bei

dem eingesetzten Display HP 1310A auf Grund seiner geringen

Leuchtdichte nur beschrdnkt zu verwenden.

Pild 4.2: Beim Display HP 1310 A erreichbare
Helligkeitsstufen

4-4

4.4 Steuerung der Linienstirke

Auch die Linienstdrke kann mit der Z-Koordinate vari-

iert und mit der Helligkeitssteuerung kombiniert wer-

den. Neben der Verbesserung des Tiefeneindrucks liegt

ihre Hauptbedeutung in der Einsparung von Rasterlinien
beim Schattieren von Flichen ( siehe Kapitel 4.5).

Linienstdrken dunkel + schwach

hell + schwach hell + stark

Bild 4.3: Steuerung von Intensitit und Linienstdrke



4.5 Schattieren von Fliachen

Unter Schattieren soll hier das Ausfiillen von Flichen
mit Grauwerten verstanden werden. Aus der Lichttechnik
ist bekannt, daB die Helligkeit (der Grauwert) eines

Gegenstandes durch die Beleuchtungsstdrke bestimmt ist.

Folcende Einschrdnkungen werden vorausgesetzt:

1) Diffus reflektierende Fliachen

2) Punktformige Lichtquelle der Lichtstirke I im
Blickpunkt

3) Blickrichtung parallel zur Z-Achse

4) Abstand zwischen Kdrperoberfliche und Lichtquelle
ist konstant

Damit gilt fir die Beleuchtungsstirke

I

E = —2cosJ= Eocos[ (4.7)
r

E = Beleuchtungsstirke

I = Lichtstdrke

r2 = Abstand von der Lichtquelle

47'= Winkel zwischen Flichennormale
und Lichteinfallsrichtung

Der cos&r wird aus der Z-Komponente NZ der Flédchen-
normalen berechnet:
”z
cosor— e (4.8)
/N/

"

Mit G1. (3.104) wird

4-¢

Um den Rechenaufwand, der sich aus den Oln. (2.3)

und (4.2) flr jeden Fldchenpunkt ergibt, zu re- u-
zieren, werden die Grauverte [ (u',v') auf der Fliche
analog zu den Koordinaten der Fldchenpunkte Q(u',v")
aus den Grauwerten Eij an den Stiitzstellen 51. be-
rechnet. Durch dormierung erhdlt man aus 1. (4.7):

Eqw = £iOS A]Zj und damit

1J
] ) - IT"" ( 1’\\
E(u',v') = U E vy (4.10)
Diese Berechnungsformel hat den Nachteil, daf die

Grauverte ohne Berlicksichtiqung der Intfernung vom
Betrachter berechnet werden und dadurch Flé&chenteile
mit gleicher Normale unabhdnaig von der Tiefe des Ob-
Jekts cleich hell dargestellt werden. Dies gilt insbe-
sondere auch fir den approximierten Bereich zwischen
Stiitzstellen gleicher HeTligkeit. Deshalb wird zur
Bestimmung des Grauwerts G (u',v') die Z-Koordinate
des Fldchenpunkts berlicksichtigt. !it

Biw = By, = 2 (4.11)

Glu'sv'y = uT Ty . (2.12)

Die Parameterlinien werden in u- ~der v-Pichtung so
dicht geschrieben, daR der Eindruck einer schattierten
Fldche entsteht. Der Grauwert kann als vierte Xoordinate
betrachtet werden, so daBR die schattierte Fliche

i, = fa%2 c] (4.13)
aus Qg = g §g ¥ (£.14)
mit Sgij = [,\]J i3 24y 1J] (4.15)
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terechnet wird. (zij wird aur fir den Fall dar Fotatior
benttict.) Der Vorteil dieses Verfahrens ist, cda? tei

Vorhandensein eines genligend grofen Zildwiederholungs-

speichers mit kleiner Zugriffszeit oder eines schnellen
Fldchengenerators /34/ die schattierte Fliche unmittel-
tar auf dem Bildschirm darge 1 kann und nicht

Zusanmensetzen einzel ild

fotografisches

vonnen werden nuff. Ja bei die verdeckten

Fldchen nicht eliminiert werden, kommt es im Bereich der

kungen zu einer ilehrfachbeschreibung des Bildschirms.

verhindert die Schattierung der sichtbaren Flidche
entsprechend G1. (4.12), was zundchst als Nachteil anzu-
sehen ist. Experimente mit dem grafischen System AGT 130
haben gezeigt, daB durch die Definition der Grauwerte
nach G1. (4.11) der EinfluB durch Doppelbeschreibung des
Bildschirms abgeschwdcht wird und der Eindruck eines
durchscheinenden Kdrpers entsteht.

Heicht die Form der Fldche wesentlich von der eines
Parallelogramms ab, so kdnnen wegen unterschiedlicher
Dichte der Parameterlinien Helligkeitsschwankungen auf-
treten. Diesen Nachteil kann man weitgehend beheben,
wenn zur Schattierung diejenigen Parameterlinien ge-
wdhlt werden, die zwei moglichst gleichlange Fldchen-
rinder miteinander verbinden. Diese Entscheidung kann
durch Oberpriifen der Stiitzstellen getroffen werden.

Die folgenden Bilder sind Photographien vom Bildschirm
des Graphics System AGT 130 der TU Berlin. Der MaBstab
ist ungefdhr 1:2!

Bild 4.4: Schattierte Fldchen mit konstantem Grauwert



Bild 4.7: Grauwerte nach G1. (4.12). 80 Parameterlinien
a 25 Vektoren

Cild 4.5: Schattierte Flachen mit Grauwert nach G1.(4.12)

Bild 4.8: 100 Parameterlinien & 100 Vektoren ¥

Bild 4.9: 500 Parameterlinien d 50 Vektoren

# nicht flackerfrei darstellbar auf ARGT 120



5. Hardware

In diesem Kapitel werden digitale Komponenten fiir

einen Displayprozessor beschrieben, der die Berechnung,
Transformation und Darstellung dreidimensionaler Objekte
in Echtzeit erlaubt.

5.1 Digitaler Vektorgenerator (DVG)

n Vektorgenerator berechnet die Verbindungsgerade

u) zwischen zwei Punkten PA und PE' Der hier beschrie-
ne-digitale Vektorgenerator arbeitet nach dem Frinzip
s digitalen Integriers (DDA). Der Vektor Q(u) berech-
net sich aus

Q) = UNF = [(1-u), u)-[P
A

(5.1)
Pe
= Pp+ (Pg-Pp)-u ,0&uél
Qu) = Py +AP - u
Der Parameter u kann (k+1) diskrete Werte
I S k (5.2)

annehmen. Der Punkt Q_i = Q(ui) ist dann

N . . AP
Q=PA+APTZ‘PA+1 =%

i

Die Multiplikation wird durch i-fache Addition er-

setzt:
_ AP AP
Qi = PA Ll -

R/—,
i-fach

Jder Anfangspunkt ist P, = 0  und de

e T o |
n :_und der End k
1

/ 0
PE = Qk . Die einzelnen Geradenpunkte werden durch
sukzessive Addition berechnet

0. = Q. +AP/k (543
i+l U +ab/ (522)
Die Division AP/k wird mit k = 2" auf einen n-fachen
Sciiift reduziert. Cer Yektor wird dann durch 2'-faches

Addieren des Inkrements AP/ZD auf den Anfangspunkt ge-
vwonnen. 2anit aile Vektoren auf dem Bildschirm mit
gleicher Helligkeit erscheinen, muf die Schreibgeschwin-
¢ickeit konstant sein. Da der DVS mit einer festen Takt-
frequenz arbeitet, ist diese Bedingunc erfiillt, wenn

die Zahl der Punkte proportional der in cdie Bildschirm-
ebene projezierten Vektorldnae ist. Zur Cestimmung der
Vektorldnge geniigt die Niherung

1= max (Jax[,|av]). (5.4)

Die Anzahl der adressierbaren Punkte des Sichtgerits
wird so gewdhlt, daf der Punktdurchmesser D = V2 RE
mit RE gleich der Rastereinheit ist. Damit der Vektor
auf dem Bildschirm als geschlossene Linie erscheint,

muB das Inkrement AP/Zp kleiner als eine Rastereinheit
sein:

lax] 7 2P < 1
jay| 7 27 <1

hieraus folat 27> 1 {

w
oy
—

Um die Anzahl der Additionen mdglichst niedriq zu halten,
wird p so berechnet, daB gilt:

2P > 1 2 2Pl (5.6)

Eei nositiven Relativkoordinaten AP 13iBt sich diese
Bedingung leicht erfiillen. Es wird solange in Richtung

kleinerwertiger Stellen geqchiftet’bis in beiden Koor-
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dinatenregistern nur noch ullen vor dem Cindrpunkt
stehen. lerden negative Relativkoordinaten im 2-
Komplement darcestellt, nuB der Bestimmung von p

die Betragsbildung vorausgehen. Um mdclichst viele
Vektoren flackerfrei darstellen zu kOnnen, werden pa-
rallel zum Schreiben eines Vektors die Inkrementes
Z;P/ZP fir den ndchsten Vektor herechnet. Auf diese
Weise kann im Akkumulator ohne VYerzdgerung beim Becinn
eines neuen Vektors weiter addiert werden. Damit dieser
Betrieb auch bei kurzen Vektoren gewdhrleistet ist,
werden die Inkremente AP/2F zur Erhthuno der Rechence-
schuwindigkeit nicht durchSchiften sondern durch "Multi-
plexen erzeugt. Durch Einsatz von Schottky TTL Schalt-
kreisen 1@Bt sich bei einer fiufldsuna von (10x10) bit
eine Bildschirmdiagonale in 30 Js schreiben. In 30 ms

ist jeder Punkt des Displays einmal erreichbar. Die
Vektoren konnen durch Multiplikation der Anzahl 2P der
Ndditionen mit einem Faktor S skaliert werden, was schal-
tungstechnisch mit einem Bindrratenrultiplizierer zu
realisieren ist.

Das Aussehen der Vek*toren 1dRt sich durch Erweiterung

der lortidnge der Digital-Analog-Umsetzer auf Stellen
hinter dem Cindrpunkt verbessern. Dieser !lethode ist
allerdings durch die Cinschwingzeit der Digital-Analog-
Schalter eine Crenze geselzt. Bild 5.1 zeigt das Aussehen
der Vektoren fiir 3 verschiedene Yortldngen der CAU. In
den Bildern 5.2 und 5.3 ist das Ablaufdiagramm und das
Blockschaltbild des DVC angegeben. Schaltunostechnische
Detai]slwie die Berechnung der Schiftschritte p, cer

Sultiplexersteuerunc und die "Wrap-around'-Unterdriickung

sind cZen arbeiten /35/,/235/,/37/ zu entnehien.

w
I
S

X Y
000.  000.
001.  000.
010.  001.
10bit 011.  o001.
011.  001.
& 100.  o010.
101.  010.
110.  011.
X Y
000.1 000.
001.1 000.
010.0 001.
011.0 001.
#bit 011.1 001.
100.1 010.
101.0 010.
110.0 011.
X Y

010.01 001.

42 bit 7 011.00 001.
Y s 011.11 001.
100.10 010.

Bild 5.1: Aussehen der Vektoren bei 3 verschiedenen
Wortldngen

000.11 000.
001.10 000.

101.01 o010.
110.00 011.

OO OO
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Arlanfdiasramm des DVG

| Betragshilime |

l Berechnung von p ]

Inkrementbildung

(A¥,A7)/p mit MPX

Akku besetzt

Akku frei

Ubergabe der Inkre-
mente an den ikku

“eine neucn Inkremente
vorhanden

Bild 5.2: Ablaufdiagramm des DVG

Bild 5.3: Blockschaltbild des DVG

YEKTOR

Berechnung
ven p
MPY -Kontrolle apP/ 2% 3x
Steuerwerk r — _
[ s 4s sz |
Lels 1]aY/2P [10] | AZ[E;Tiﬁ
n LSE
ADDIERER Q= Q,+aP/2® i -3«
/
Additions- >
zahler
LS8
Takt Q; i
— 10bit
“#— 2060t
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5.2 Digitaler Kreisgenerator (CKC)
deten den Vektor ist auch der Kreis ein hdufig benstig-
tes geometrisches Element, dessen Hardware-Realisierung K= 24
winschensvert erscheint. In /38/ ist ein Alaorithnus "'-
zum Zeichnen von Kegelschnitten auf digitalen Flottern ﬁ:: 5,{: t?} A
beschrieben, der flr den Spezialfall des Kreises sehr
einfach wird und sich flr eine Implementierunc in Hard-
vare qut eignet. b :=2v_/3_r
a=2u-b
Ein digitaler Plotter kann nur acht verschiedene Elenen- d = b-u-dl4+ K
tarvextoren zeichnen. Sie werden entsprechend Bild 5.4
neci ihrer Konstruktion in die beiden Gruppen MOVE1l und

[IOVE2 eingeteilt. |

‘ |
MOVE 1 MOVE 2 ] MOVE 1 MOVE 2

: |
| .

b = bk biabig] |
I a:=a+k, a:=q+k; '
| |
= |
L] ]

Cild 5.4 Einteilung der Elementarvektoren in MCOVEL

und MCVE2.

EvDET>TA sT0P
Jie aligenizine Cleichung cines Kegelschnitts Tautet /33/ NEIN
LV 4 B+ 2FRY + 2uY - 20X = K (5.7)
JA
Das FluBdiagramm des Algorithmus zur Darstellung der bga Quadrat Oktant Wechse|

Kegelschnitte als eine Folge von MOVEI-und MOVE2=Vektoren
NEIN

zeigt Bild 5.6.

NEIN JA

ao Diagonal Oktant Wechsel
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Aus dem FluBdiagramm ist zu erkenncn, da® die Rerech-

nungszeit fiir alle Punkte eines Oktanten gleich ist.
Diese Eigenschaft bedeutet fiir einen ¥reisaenerator
konstante Schreibgeschwindigkeit und damit gleiche Hel-
Tigkeit fiir a1le darstellbaren Kreise. Bild 5.6 zeict,
daB - wie auf Grund der Symmetrie des Kreises zu er-
warten - die Oktanten durch Spiegelunc an den Koordi-
natenachsen und Winkelhalbierenden auseinander gewon-
nen verden knnen. Insbesondere sind zwei benachbarte
Oktanten beziiglich ihrer Grenze spiegelsymmetrisch.

QoW1

QoW 4

QOW 3

QOW: Quadrat Oktantenwechsel: MOVE 2 wird gedndert
DOW: Diagonal Oktantenwechsel: MOVE 1 wird gedndert

Bild 5.6:Zusammensetzen des Kreises aus MOVE 1 und MOVE 2

“an brauvcht goraachn die Folee der "OVII-ung “SVED-
Vettoren nur fir 21inen fxktanten zu berechnen und Pedin
Zeichnen des ganzen Kreises die Richtune cieser Vek-
toren entsprechend 0ild 5.6 zu dndern. L35 ist deshel
sinnvoll, die Kreis! »rechinung in einer Jiientenuechsel
2.0, wiem Puynkt J,beginnen zu lassen. Ler Puandt O wirg
willkiirlich in den Ursprunc des Cildschirmtoorcdinaten-

systems celegt. Der Kreismittelpunkt liect dann hei
Ko o= RIVZ und Y = -RAVZ.

Die Kreisgleichung wird danmit

%)

o

(x-2/¥2)2 & (v+rVE)2 = R? oder

X:+YZ+VER (Y-X) = 0 wund zur Ceseitiqunc
der lurzel mit M= V2R
xZ+v24 (v-x) = (5.8)

Durch Koeffizientenvergleich mit G1. (5.7) werden die
Anfangswerte im FluBdiagramm fir den Kreis:

ky =k, =2 3 ky=4 , b=1H-1 e
] 1 s (5.9)
a =1 s d =g (21-5)

Der Zusammenhang zwischen der Anzahl n der Iterations-
schritte fir einen Oktanten und dem Kreisradius R ist
aus Bild 5.6 zu erkennen:

"
=
1
ol
~
N‘)
1
S
~
(8]
L
o

Zur Vereinfachung werden neue Parameter so definiert,
¢af} im Kreisalgorithmus nur noch Additionen auszufiihren
sind. it M = %

K= -8

"
'
~
~
[}
]
>
"
'
~n

L = 4b = 2C-4 i
ho= -4 (5.11)

0 = 4d = C-5
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8i1d 5.7 zeiat das FluBdiaaramm des Kreisalgorithrius
fiilr @2inen Oktanten. Dia Initiclisieruna entspricht
c¢ew Startpunkt 9.
START
:=-4/ A::-"-’ B:a-q-/ K:=-2
8= B8 +c|
D:=8+D, B:=B+C |
|
JA NEIN
Move1 MoVE2
E:.B¢KIA:=A;K B:=BeK, A:sAs2K
D:=D+«8 D:=D+A

L

QoW

DOW

Bild 5.7: Algorithmus fir einen Kreisoktanten

w1
b
ro

Jetzt nissen noch die neuen Parancter bei

v Chtanten-

wechsel berechnet werden. ba als Startpunkt 0 2in OOV
gewénlt wurde, muP der ndchste Oktantenwechsel bej

einenm QOW stattfinden. Aus dem allgemeinen N0V fur

die Kegelschnitte /38/ wird flr den Kreis mit 21. (5.9 :

v = Ky = Ky = 0
k1 = —k1 = =2
PZ = W o+ k1 = =2 —
L & = & o = o e sy
,\3. Vi £ =
b = -b -w = -b
d :=b-a-d
a = a -2b - w = a-2b
Mit It = C/2 erhdlt man aus G1. (5.10) C = 4n mit
n=1,2,3,....m. Beim QOW hat B dann den lert - 4

(siehe Bild 5.7). Damit erh&lt man aus G1. (5.12) mit
Gl. (5.11) die neuen Parameter beim QOW nach folgendem
Algorithmus:

K:=-K=28

B :=-B=4=28+K

D:=-D+A+B (2.1
At =A+2B=A+8=24*+K

Nach dem QOM ist der nidchste Oktantenwechsel ein NOW.

Oa der Algorithmus bei einem DOW gestartet wurde, kann
auf Grund der Symmetrieeigenschaften dieselbe Parameter-
initialisierung wieder verwandt werden. Der Alagorithmus
beginnt im Punkt 0 mit einem !1OVE2. Auch in den anderen
Oktantenwechseln ist die Bewegungsrichtung tekannt und
unabhdngig vom Radius inmer gleich. Deshalb kann man die
Abfrage auf DO , d.h. die Entscheidung ot !MOVE1l oder
MOVE2 folgt, nach einem Oktantenwechsel sparen. Wird dies
bei der Initialisierung berlicksichtigt, so ergitt sich
das in Bild 5.8 dargestellte FlulRfiaararm des Kreical-




START

\4

A:=-20, D:=-13, Bix-12 K:=-
8:= BC Move2
D:= DOBI B:=8B+C

o

Iindere MOVE2 |

K==8, D:=-D
B:sBeK, A:=As2K |MOVE]
B:=84+K, D:=D+A

L

B:=B+K, A:=AsK B:=8sK, A:=A+2K
DBl IMOVES Dok MOVE2

L ]

|

ild 5.8: FluBdiagramm des Kreisalgorithmus

(821

=

[¥e

Jder nach diesem Algoritinus realisierte DKC /3
Tiefert gute Ergebnisse. Die Kreise sind unabhénagig
voi Radius gleich hell. Die Schreibdaucr L, ergibt
sich aus der Zahl der Iterationsschritte

Bild 5.9: Kreise ohne Mittelpunktskorrektur

i =8n =38 R/\rE und der Taktfrequenz ﬁ_ zu

tk - Z4nf+ 9,5 (5.15)
T

Beispiel 14: Bildschirmdurchmesser D = 1000 = 2 R

ﬂr = 20 MHz

tk = 1 ms
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er KD Lesitzt - eine Tittelpunktschaltune /40/, die es er-
lautit, bei variablem Radius konzentrische Kreise um einen
belichiigen littelpunkt zu zeichen (Bild 5.10). Kreissegmente

Bild 5.10: Konzentrische Kreise um beliebigen Mittelpunkt

kénnen durch Angabe des Anfangs- und Endwinkels qezeichnet

werden (Bild 5.11). Die Bilder 5.12 und 5.13 deronstrieren
die Wirkung der eingebauten “Wran-Around” - Unterdriickung.
it dem DK€ kiinnen also Kreistiégen gezeichnet werden, die

durch Tadius, Mittelpunkt und fnfancs- und En

53 :
el spe-

zifiziert

ert sind. Die Kreispunkte werden mit einer llortldnge
von 13 bLit berechnet. Durch entsprechence Eewertung mit

"

=

Kdnnen ualitdtsninderune

cen gezeichnet werden, deren Radien raxi

Vierfache des Bildschirndurchrmessers bLetracen.

"

darstellbare Kreis ist durch C = &

“Radius" R = VZ.

gecelen und

Bild 5.11: Kreissegmente



Bild 5.12: Kreise ohne "Wrap-around" Unterdriickung

Bild 5.13: "Wrap-around" unterdriickt

5-18
Radius R Koordinaten des Mitlelpunkis
tfwt (o, Yur) ,I -
Mittelpunicts-
R/n -Umrechnung schalbwng
AAbit
n Jterationsschrilie 2x§3bit
Koordinaten

Rechenwerk

[ADD1]

{4002 ]

4 Register

‘ VZ von

[A,8,0]

des StartpunkisQ

Takt, [
l Leitwerk
STA
MoVE42 |AMOVE42 usg__ X0
j‘i"ﬂ V-R-Zihler
X
Dekoder _Jv: _/ﬂTt’
T‘l ns8 YO ' L
\ 5
DOWA23 4 Coky V-R-Zahler
l___/_Y_.>
} 13 bit
#bit -
Kreissegmeni schaltu >
i -/ Hell/Duskel
9bit 196t
Anfangswinkel Enduinkel
N Le
Bild 5.14: Blockschaltbild des DKG



5.3 Digitaler !latrizenmultiplizierer DI

Hochleistungsdisplays besitzen zur Durchfiihrung der
linearen Transformationen in Echtzeit einen Matrizen-
multiplizierer. Durch die Verwendung von homogenen
Koordinaten lassen sich die Rotation, Skalierunc,
Translation und Perspektive eines Vektors [x, y, z, V]
durch Multiplikation mit einer (4x4)-Matrix berechnen.
In /32/ sind die Ergebnisse einer vergleichenden Unter-
suchung der Moglichkeiten zur Realisierung der (4x4)-
Matrix angegeben. Das dort voraeschlagene Konzept eines
digitalen Matrizenmultiplizierers (DMM) soll hier aus-
geflihrt und erweitert werden. Der DMM berechnet in
homogenen Koordinaten

p'=p - T
B',Y',Z',wq = B,y,z,ﬂ - o171 212 213 214 (5.16)
831 222 %23 934
331 232 233 234

* 1 %12 M3 7]
* ¥ [P21 %22 %23 %24) (5.17)
e
* Y a1 242 %3 %a4)

Es sind 16 Multiplikationen und Additionen auszufiihren.
Die Geschwindigkeit, mit der diese Operationen ablaufen
nissen, hdngt von der mittieren Vektorschreibdauer des
Sichtgerdts ab. Sie wurde fir den Entwurf des DI nit

10 ps angenormen. Als Multipliziererbaustein stand der
2-Komplementmultiplizierer AM 2505 zur Verfligung, der die

nultiplikation von zwei 18

gestattet. Damit kann man a
einander ausfihren und sich auf den

tiplizierers beschrdanken /42/. Die t
Xoordinaten werden - ohkwohl die Rild
10 bit verlanat - mit einer 0
rechnet. Dies geschieit aus folgenden Griinden:

4x4 Matrivspeicher Vektorspeicher

fa- )

W
z
Y
X

x| =<|m|x

Bild 5.15: Blockschaltbild des DMM

1) Bilder werden oft durch mehrfache Verschachtelung
von Unterbildern (subpictures) erzeugt. Curch die
Genauigkeit der !latrix-Transformation wird verhincert,
daf die Fehlerakkumulation in den Koordinaten
)

p' = p - T1 . T2 L

die CGenauigkeit der Darstellung auf dem Bildschirm
herabsetzt.
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2) Der Zahlenbereich der Objektkoordinaten in der
Satenstruktur (Page-Koordinaten) ist meist um ein
Vielfaches qrioBar als der des Bildschirms. Unab-
hdngig von der Bildschirmausgabe sollen auch die
Objektkoordinaten ohne Genauickeitsverlust trans-
formiert werden kSnnen.

w

Der DMM ist eine tcoure snezielle Hardware, deren
arithmetische "dglichkeiten aus wirtschaftlichen

Erwdgungen dem Disnlav-Rechner zur Verfiicunc stehen
und an dessen Yortlénge - meist 16 bit - anaenpaBt

sein sollten.

5.3.1 (4x4)-Matrixspeicher

Die Komponenten des DMM wurden so gewdhlt, daB die we-
sentlichen Verzdgerungszeiten durch den Multiplizierer
verursacht werden und Lei eingeschriebener (4x4)-Matrix
der flultiplizierer stindig arbeitet. Der Matrixspeicher
besteht aus 4 Speicherbausteinen mit jeweils 16 4bit-
Wortern. Durch Parallelschaltung wird die Wortldnge von
16 bit erreicht. Die eingesetzten Halbleiter-RAls 31C1A
(Random Access !lerory) haben eine maximale Zugriffszeit
von 35 ns. Der Speicher wird lber einen4=bit=Cindrzihler
adressiert. Durch einen Sprunchefehl ist der Zihler par-
allel setzbar, so daB zum selektiven Verindern der latrix

Jede belietice Zelle ancewihlt werden kann /42/.

2 z I

5.3.2 Multiplizierer fir (16x16) bit

Entsprechend den Ausfihrungen in /41/ wird der Hultipli-
zierer aus 2 Feldern (Arrays, zweidimensionalen Schalt-
ketten) von Multiplizierbausteinen A'l 2505 aufgebaut, die
parallel die Produkte

95 L4 598:%:12 13 ine

"0=15 2.:5356.,7,10 , 11,14, 15

ba

cerécanen. Ja nur

arieitet werden, ks

@ hultisliz
werden, deren Teilprodukte nur zu den
cinen Deitrag liefern. Die Ergebnisse

werden in schnellen Addierern A5l 2343

leler Ubertragsberechnung (carry look

Jas Produkt liegt in Z-Kcnpleuentdarspu:?ung nach ga.

200 ns vor. Der aus den Datenbldttern ermittelte unglinstig-
ste Fall (worst-case) kbraucht 260 ns.

5.3.3 Akkumulator und Ergebnisspeicher

n
H

er Akkumulator ist wie der Multiplizierer nur einmal vor-
handen. Er besteht aus einem 16 bit Addierer und einep

16 bit Hilfsregister. Die_Eingdnge des H-Registers sind
mit den Ausgidncen des Addierers vorbunden. Die Ausginge
des H-Reqisters belegen die Addierereinginge fiir einen
Summanden. Die Cingdnge fir den zweiten Summanden sind

mit den Ausgdngen des Multiplizierers beschaltet. Nach
jeweils 4 Rechenschritten steht im li-Register eine Kompc-
nente des transformierten Vektors p'. Sie wird in einen
der vier 16 bit-Ergebnisspeicher ibernommen.

Damit der Multiplizierer bei eingelesener (4x4)-tMatrix
standig rechnen kann, werden die zu transformierenden
Vektoren p im DHM in einen Pufferspeicher mit kleiner Zu-
griffszeit iUbernommen. Der Pufferspeicher besteht aus 2

Teilspeichern, die alternierend geladen und gelesen wer-
den.

Die Rechendauer fir die vollstdndige (4x4) Matrixmulti-
plikation betrdgt im unglinstigsten Fall 8 ps. Im Betrieb
des aufgebauten DUM wurden 6 Js geressen.



Jizitaler Dividierer

Zur Terechnuns der nersnektivischen Projektion und
zZur traiittlung der Sildschirmkoordinaten aus den ho-
mogenen Koordinaten missen Divisionen durchgefiihrt

s ist viinschenswert, daB die Zahl der darste]l-
baren Vektoren Lej einer ?cﬁ:::itberechnunﬁ der Per-
spektive nicht wesentlich reduziert wird. Daraus folgt,
afll dic Rechenzeit flr die Jivision erheblich kleiner
sein muf als fiir die (4x4) Matrix-Transformation. Diese

ist erfiillt, wenn es celingt, die Divisionszeit

enordnung der fiultiplikationszeit zu bringen.

A

weck wurden eini ivisionsverfahren bezlig-

echenzeit und Hardware-Aufwand untersucht /43/

Tich

unc zwei schnelle Dividierer entworfen.

5.4.1 Division nmit zweidimensionaler Schaltkette

In der Literatur /44/, /45/ sind Realisierungen der
"Division ohne Riickstellen des Restes" (nonrestoring
division) mit zweidimensionalen Schaltketten (cellular
arrays) anaceaeben. Das einzelne Kettenglied besteht im
vesentlichen aus einem kontrollierbaren Addierer-Sub-
trahierer KAS. An einem Zahlenbeispiel werden die not-
wendigen Funktionen eines Kettengliedes gezeigt. Da die
Bildschirmkoordinaten normiert sind, werden nur Zahlen
im Cereich 0€ 741 betrachtet. Die Frace des Vorzeichens

wird spdter zusammen mit der erwveiterten DIH hehandelt.

Deispic.15:Dividend ¥ =3. 7 1 1 1 ¢ 1 0 1
T Diwiser ¥ =8, 1L 1 O i
Quotient 0 = QO Ol 02 23 Q,
Rest S: =Sty . 2" s K= B1,.02.9.0
£.01110101 : 0.1101 = 0.1001 S: = ¥
-n.1101 S: = §-Y
:{A3)1o1oo S 0—0 =10
+ 01101 S: = S+Y/2
(ooo11 S > 0—=g, =1
-01101 S: = $-Y/4
(Mo1100 S { 0—=Q, = 0
+01101 S: = S+Y/8
(J10011 S { 0—=0, =9
+01101 S: = S+Y/16
{goooo S 20—, =1

Nach jeder Addition oder Subtraktion wird der Divisor

um eine Stelle nach rechts geschiftet. Diese Operation
wird durch die Verdrahtung der Kettenglieder festgelegt.
Fir eine Zeile der Schaltkette miissen alle Glieder mit
einer Steuerleitung E auf die vorgeschriebene Arbeits-
weise (Addition oder Subtraktion) umschaltbar sein.

Der Divisor muB in Schiftrichtung von Zeile zu Zeile
durchgeschaltet werden. Damit 148t sich folgendes Ketten-
glied entwerfen:
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-25 5-26

\—T—_"_‘"

Volladdierer/

—

A

>~
Ca subtrahierer Ca x
=
[~ T
-2
A
2
Q s -
S Y ~
O
Bild 5.16: Kontrollierbarer Addierer-Subtrahierer KAS v
- o
~ Q
Das Vorzeis bestinmt die CGrdfe des ) )
P_——
Quotientent te arithmetische Operation.
Es wird als einer Zeile generiert. Die 1 < -
Sulitraktion wird durch Addition des 1-Komplerients des < 3 % b
2ivisors ausgefil Jur Korrektur muR dazu ir ersten
“ettencglied eine 1 addiert werden.Bild 5.17 zeigt eine ] X S
zweidimensionale Schaltkette,in die das Zahlenbeispiel 15
eingezeichnet ist.lic erste auszufiihrende Operation st -~ ~
G " . gt g . ; . lo” Y| ™ A}
bei der "Honrastoring Division" die Subtraktion des Di-
eitunc T der 2rsten Zeile kann deshalb
k . ) ) =) )
werden. Sie Anzahl der Zzilen ist ™
aqleich der gewiinschten Yortldnge {1 des Quoticntenein-
schlieBlich der Stelle vor dem Bindrpunkt. Zic Anzahl o w P s 2
; » i iy . L, |-
der Swalten nro Zeile hinct von der Yort! { des Divi-
sers ab. Zur Division sind ".1-1 Yettencl notiendig. w
L5 e Lert T8 i} 3 g1t U 10F ! > 2TCT ks x
so sich.die Jait 7. fir die Division niherungs-
o” |
weise nach 7. T 'i.7. Ist "i2=17 und wird als arithrneti- -
< ) Y L
cechenelonent der intecrierte Schaltkreis 74S8151/182 - 9 ~|
4 i e e s L R e = R 2 a Q 2 W
t einer typischen Verziicerunnszeit ven Zans f (+ ] =y N
L J i . ¢ 6 2 | >= a 6 < 6 a 0 < e
§7 N2 g fopmamas oo A e Sl T o SR e

ADD
Gy
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5.4.2 Kombinierter Dividierer-liultiplizierer DIID

Jie im vorangegangenen Abschnitt beschriebene zwei-
dimensionale Schaltkette zur Jurchfiihrung der "Division
ohne Riickstellen des Restes" beruht auf der foglichkeit,
wahlweise zu addieren oder zu subtrahieren und eine
feste Schiftbewequnag beizubehalten. Eine Multinlikation
19Pt sich auf die gleiche teise durchfiihren, wie folgen-

des Zahlbeispiel zeigt:

0.1101 - £.1001
0.01110101 : 0.1101 = £.1001 0.9000
0.1101 +0.0000 —-J
10100 0.0090
+ 01101 + 01101
Q00011 0.01101
-01191 + 00000
(001100 0.011010
+01101 + 00000 ~—
@Wio0011 0.0110100 ‘__J
+01101 + 01101
0000 0.01110101

Verwendet man zur Multiplikation dieselbe Schaltkette wie
zur Division, so gehen die hoherwertigen Bits des Produk-
tes verloren. Deshalb miissen fiir diesen Fall zusdtzliche
Addierer A vorgesehen werden. AuBerdem muB fiir jede Zeile
eine Kontrolleinheit KE die Steueruna der Operationen
Addition/Subtraktion ilbernehmen. Der KAS nach Bild 5.16
mul® so erweitert werden, daR der Multiplikant X fiir den
Multiplikator O unter Umaehuna des Addierer/Subtrahierers
zur ndchsten Zeile durchgeschaltet werden kann. Bild 5.18
zeiqt den modifizierten KAS. In Abh&ngigkeit der Sianale

Y X
N
1
Ca Volladdierer/ (o
Subtrahierer

B I X Fa

Bild 5.18: Modifizierter KAS zur Division/Multiplikation

El’ Ez werden folgende Operationen ausgefiihrt:

E1 E2 S
0 0 X + Y + Ce
0 1 X
1 0 X =Y - Ce

Die Kontrolleinheit KE steuert die Operation der KAS
einer Zeile nach 3 Kriterien:

1) Betrieb Division oder [iultiplikation

2) Bei Division: Welches Ergebnis Q lieferte die vorher-
gehende Zeile?

3) Bei HMultiplikation: Welchen llert besitzt das zugehGrige
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Dementsprechend 1dBt sich flr die Funktion der Steuer-
lTeitungen El, EZ des KAS eine Wahrheitstabelle aufstellen:

fultiplikation: K = 0 Q | X | S | Ell Ey
P =y « X 0] o0 X 0|1
110 X 0|1
0 1 X+Y+Ce 0 0
1 1 X+Y+Ce 0 0

Division: K =1
9 = ¥/Y ol o Xx+v+c, | 0 | ©
1] 0 X-y-c, | 1|0
ol 1 X+v+C, [ 0 | 0
1] 1 X-v-c, [ 1] 0

Hieraus erhdlt man fir die Steuerfunktionen

K Q und

m
"

Fiir den Fall der Multiplikation muB an den X-Eingdngen

des DMD Null anliegen. Dies wird durch ein vorgeschalte-
tes UND-Gatter erreicht. Der DMD 1&Bt sich damit als
Erweiterung des in Bild 5.17 gezeigten Dividierers dar-
stellen (Bild 5.19). Neben den X-Eingangsgattern und

den Kontrolleinheiten KE missen zur Berechnung des Zahlen-
beispiels nur 5 Addierer A zusitzlich aufgewandt werden.
Die Anzahl der zur Multiplikation bendtigten Kettenalieder
ist bei einer Wortldnge K des Multiplikanten bzw. L des
Multiplikators einschlieRlich der Stelle vor dem Bindr-
punkt (K(L-1)-1) KAS plus L(L-3)/2 A fir LY 3.

g

pe—g

e

e,

O KE[]

4e,

i 4 g,
015

_O|e.

0

3

Bl

~B-B -2

3 X
X
‘ V
-~ 1y A i
’_1\ 17}
28 L/° 5§
Q
w
A ! )o 3 <
-
w “
QL:____JL_:1:>° 3 3 < <
%‘ | f
~ : i |
| 4 |
5 <3 <
' ; ,
<t S ¢ S

)

o:'l

A

Y-X = 0.44041 x 0.1001

Maltiplikation



incic von der fnzahkl T der

Rechenzeit T. ist

e
Einsen im Multinlikator. Die VYerzhceruno durch die
aufzeiten T, betrdat pro Zeile bei ELinsatz von

rl
hottky-TTL «ca. 6 ns. Zusammen nit der [dditionszeit
-

Sel
T = 22 ns eraibt sich fiir die "ultinlikationszeit
-
Ty = (L-1) (th T Ts) - (5+:18)
e -~
Fir L =

= 10 z.B. hetriot T.. % 220 ns und liect damit

iiber der "ultinlikationszeit nach Kanitel 5.3.2. Die

Rechenzeit Ffiir diz 16 bit Jivision Aurch
AR o Z"Q‘.“‘ZZ]‘;C"‘»"". F""*"T“x(‘.'!"'"“‘i":'ﬁ
o T ¢ b
Tr\ = ( (G
{ 10
. {5:117)
= 420 ns.

" ve

Nor vorceschlacene 0N

]

tietet sich auf fCrund seiner
zellularen Struktur zur “roRinterration an. Eine Pea-
Tisieruno aus einzelnen Elementen auf der Basis der
arithmetischen Recheneinheiten 74S181/182 war aus Kosten-
arlinden (ca. 10.000 DB!! im Juli 73) nicht moglich. Res-
halb wurde nach einem Divisionsverfahren cesucht, das

f der 2

au 2sis 2inas schnellen 'ultiplizierers arbeitet,
wie er in !atrizeniultinlizierer bereits zur Verfiquna

stand.

5.£.2 Iteratives Divisionsverfahren

Der Juotient 7 = # wird durch Multiplikation von X mit
dein Reziprokwert von Y gewonnen. Das allgemeine Divisions-
nroblem wird damit auf die einfachere Reziprokwerthil-
dunc reduziert. !ird der l'ertehtereich des ilenners Y durch
iormalisierung auf 1> Y2 0,5 heschrankt, so 180t sich mit

Sy

<
i
'
4
4
~
al
>

folrende Reihenentwi

el
=
a
1]
=
e |
0D
D
p=7

NDer Quotient wird damit

n-1 Zi
N = Tim X " (1+27 )
n — o0 i=0 )
n-1 P
=X - 1lim Ay mit AL o= (1+72° ) (5,22)
n+® j-0

Die Zahl n ergibt sich aus der gewiinschten Cenauickeit
des Ergebnisses. Dies 130t sich abschétzen curch Erveite-
rung des Henners nit der Reihenentwickluna nach G1. (5.21):

n-1 n-1 ;
Y - T A, = (1-2) “ (1+7° )
j=o i=0
n
=122y =1-¢€ (5.23)

Da 7€ 1 ist, konvergiert der Ausdruck (5.23) quadratisch
gegen 1. In gleicher lieise konvergiert dann (£.22) necen
den gesuchten Quotienten 0. Den maximalen Fehi;r*Emax
erhdlt man bei festem n fir

O
Z = 0,5 : & = 0,5 = @2 (5.24)
max

Il
n
a
b= 4

Fir n = 4ist - -

v
] #w
v
1

Der Quotient

16
jst dann mit einem relativen Fehler emax = 2 hehaftet.

Die Faktoren Ai werden mit 71. (5.20) aus dem Henner Y

berechnet nach

Bs 2 (1422 - (1+(1—Y)21) (5.26)



oder mit Hilfe des 2-Komplements rekursiv definiert:

A = N = =y =5 = =Y

" /§1+:1 VV=2-Y=2-¥ =7

1 0o (5.27)
i = Riag e

i=2-Y =0y

Fiir jeden Iterationsschritt sind zwei 'lultiplikationen
und eine Addition oder Komplementbilduna durchzufiihren.
Der vorhandene Multiplizierer liefert nur 16 bit Produkte,
was die Konvergenz aber nicht beeintrichtigt /46/. Aus

den Gln. (5.25) und (5.26) ist zu erkennen, daB die bei-
den fir eine Iteration notwendigen Multiplikationen un-
abhinaic voneinander durchgefiihrt werden kdnnen. Stehen
zvied lultiplizierer zur Verfligung, so kann die Rechenzeit
zur Quotientenbildung auf die HZlfte reduziert werden.
Diese !"Aalichkeit wurde bei dem realisierten Dividierer
/47/ wahrgenommen. Bild 5.20 zeigt das FluBdiagramm des
Jivisionsalnorithnus. Zur Vermeidung von Jherldufen sind
Abfragen auf Y>X und Y = 0 eingefiigt. Y wird durch
Schiften normalisiert. Die Rechenzeit wird im wesentlichen
durch die in €1. (5.25) nacheinander auszufiihrenden &
ultiplikationen (4x200 ns) bestimmt. In /47/ wurden die
rninimale (Y ist bereits normiert) und maximale (Y muB

iter 14 Stellen geschiftet werden) Rechenzeit mit

= 1120 ns und

= 1283 ns anaeceben.

T .
min
T
max

Jieser Dividierer 1dRt sich in 2 Punkten wesentlich ver-

bessern: Prinzipiell durch Verbesserung das Startwerts

S

Fhgy = 1 + 7 der Iteration, technisch durch VYerwenduna
schinellerer Multiplizierer und Umaehung der Schifts durch
Linsatz von Hultiplexern filir die !ormalisierunc.

START

o< X

0 <X

Fehler ! Unerlaubte

Operation

Fehler! Bereichs-

Gberschreitung

X:=2X
Y:=2Y
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Bild 5.21: Blockschaltbild des Dividierers

5.4.4 Yodifiziertes iteratives Divisionsverfahren

Bei dem zuvor beschriebenen iterativen Divisionsver-
fahren wurde die Zahl der notwendicen Iterationen n
unter der Annahme des unalinstiosten Startwerts mit

z .= 0,0 fiir einen Fehler€=2"'% bestirmt (r1n.(5.24)
und(5.25)). Umgekehrt kann man nach dem Startwert als
Funktion der Zahl der Iterationen bei vorgeaebenen

Fehler fragen. Aus G1. (5.24) erhdlt man

n
f _ 2-16 _ z2

Zum Beispiel sei

z n = Anzahl der Iterationen
g~ 4
g 3
24 2
g8 1
g0 0

Steht der Reziprokwert 1/Y mit 16 bit Wortldnge in einem
Festwertspeicher (ROM) zur Verfiigung, so ist keine Itera-
tion notwendig. Die dazu notwendige SpeichergrdBe bei dem
gewdhlten Zahlbenbereich 1) Y2 0,5 umfaBt 15-215 Werte
und ist technisch nicht verniinftig zu realisieren. Dagegen
sind ROMs mit einer Kapazitdt von 8-28 bit erhdltlich.

Sei I° = 1/YR der Reziprokwert des auf 9 bit aufgerundeten
Nenners YR> Y. Durch Erweitern des Quotienten erhdlt man

Q= 2 = & (5.29)




5=37

mit 1>y 2 1 -
0

0z = 1 -

und mit G1.(5.22) Ao = 1+

2 Damit wird
v &0 (5.30)
z (5.31)

Der Quotient 1dBt sich nun mit einer Iteration berech-

nen G1. (5.22):

Q = s
= X
= X

Q = X

Die beiden Multiplikationen X-
zeitig ausgefiihrt werden. Der
2-Komplement von Y-Io schnell
zeit fir eine Genauigkeit von

A
[0}
I, - (142)
I, - (1+1-Y)
1, + (2-Y1) (5.32)

I0 und Y-Io kdonnen gleich-
Wert (2—YI°) steht als

zur Verfligung. Die Divisions-
16 bit ist im wesentlichen

durch 2 nacheinander auszufiihrende Multiplikationen gege-
ben. Jede weitere Iteration zur Verbesserung der Genauig-

keit bendtigt ca. eine Multip!

tionen parallel). Die Genauigk

ikationszeit (2 Multiplika-
eit des Startwerts kann unter

Beachtung des Wertebereichs 12 Y20,5 leicht um eine Stelle
verbessert werden. Die erste Stelle nach dem Bindrpunkt

ist Yp = 1.
1.1 8
I-ViI
werden.
Aus G1
zZu 1/Y = I1 = I0 (1+1-YIo
= §of =
I, (1+7)

Es kann deshalb der Reziprokwert 1/0.1Y =

I-X

in einem ROM (2°x8) bit = 2K bit bereit gestellt

(5.32) ergibt sich der Reziprokwert des Nenners

)

(1+R

Io 1)

Hieraus 13Bt sich eine modifizierte Newton'sche
Approximation /48/ des Reziprokwertes I = f(Y) = 1/Y
ablesen:

Startwert: Io = £ (Y)
R = 1-1Y I, = (14R;) 1
1 0 1 1 [¢] (5.34)
Risr = 1-15Y  Lyg= (1+R; 401

Nach der Bestimmung des Reziprokwertes muf noch mit dem
Zéhler multipliziert werden,um den Quotienten zu erhal-
ten. Dieses Verfahren ist gegeniiber dem zuvor beschrie-

benen langsamer, da die Werte Ri+1 und I voneinander

i+l
abhdngen und deshalb die beiden notwendigen Multiplika-

tionen nicht gleichzeitig ausgefiihrt werden konnen.

Die Division nach G1. (5.32) wurde in PL/1 programmiert
und lieferte unter Beriicksichtigung der Wortl@nge von
16 bit folgende Ergebnisse fiir die Reziprokwertbildung
(X=1, 0,5 € Y<L1) /49/:

Maximaler Fehler: 6,28 - 107>  bei Y = 0,5

Durchschnittlicher Fehler:1,5 - 1073

Minimaler Fehler: 0

Die beiden 16 x 16 bit Multiplizierer werden aus den

4 x 4 bit Multiplizierbausteinen 74284/85 aufgebaut,
deren mittlere Rechenzeit fiir ein 32 bit Produkt mit
100 ns angegeben wird. Diese Multiplizierer konnen nur
Betrdge verarbeiten, so daB zur Gesamtrechenzeit noch
die Zeit fiir eventuelles Komplementieren addiert werden
mufB.
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Die Normalisierung von Y kann mit schnellen Multiplexern

in 50 ns /47/ durchgefiihrt werden. Die maximale Rechen-
zeit fiir die Division wird damit 350 ns betragen. Die
Forderung nach einer Divisionszeit in der GroBenordnung

der Multiplikationszeit ist damit erfiillt. Die flackerfrei
darstellbare Anzahl von Vektoren wird bei einer Echtzeit-

berechnung der Perspektive nicht wesentlich reduziert.

Die Bilder 5.22 und 5.23 zeigen das FluBdiagramm und das

Blockschaltbild des Dividierers.

START

\/
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nn
< X

YT,

Q:xQAo

ENOE
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ROM Auslesen

1.Multiplikation

Komplementbildung

2.Multiplikation

Bild 5.22: FluBdiagramm des Divisionsalaorithmus
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Bild 5.23: Blockschaltbild des Dividierers
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5.5 Verbesserter Matrizenmultiplizierer

Fiir die Matrizenmultiplikation stehen nun zwei
schnelle Multiplizierer zur Verfligung. Die Transfor-
mation eines 4-Komponentenvektors einschlieBlich der
Division kann in 4 ps durchgefiihrt werden. Bild 5.24
zeigt das Blockschaltbild des verbesserten Matrizen-
multiplizierers.

=
W W

Z Z

Y Y

X X

A\

Q=A/B

C 1

MuL MuUL —_lg
-—L DIVIDIERER

M

P
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>
X
X
c
>
X
P
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).—D
o o—=
D o—

Bild 5.24: Verbesserter Matrizenmultiplizierer

5.6 Kurven- und Fldchenberechnuna

Die beschriebenen Verfahren zur Kurven- und Fldchen-

darstellung lassen sich alle in die Form der G1. (3.15)
Q (u,v) = UT P v

bringen. Diese Tatsache legt den Gedanken nahe, mit

einer speziellen Hardware diese Gleichung auszuwerten.

Zwei wichtige Vorteile sind damit zu erzielen:

1) Im Bildwiederholungsspeicher muB nur die

Fldchendefinition gespeichert sein.

2) Die flackerfrei darstellbare Bildinformation wird
groBer.

Fldchen werden auf dem Display durch u- und/oder v-Raster-

linien dargestellt. Diese Kurven sind aus obiger Gleichung

prinzipiell auf zwei Arten zu gewinnen:

a) Inkremental nach dem Newton'schen Differenzenverfahren.

b) Durch Multiplikation mit einem Matrizenmultiplizierer.

5.6.1 Differenzenverfahren

Die Vorwdrtsdifferenz einer Funktion Q(u) ist bei gleich-
mdBiger Inkrementierung der unabhdnagigen Variablen u de-
finiert als

i
AaQ (u) =Q (utrd) - Q(u) ; J=N (5.35)
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Durch Umschreiben von GI. (5.35) wird

Q (u)—eQ, Q (u+d)—>q ,; erhilt man
AQn = Qn+1 - Qn
2 _
a0, =0, = Bl t 8,
o, =0 - 3
Ay = Uhyg Uz * 341 = O (5.36)
gesucht ist Qn+1: Aus G1. (5.36) folgt
Qn+1 = Qn +A0n
Al = aQ, +420n
2 (5.37)
a0, = Ao, +80,
433Qn+1 = AﬁQn = konst

Das Polynom ist also durch Angabe von Anfangswerten

0, A0, AZOO, 4300 v611ig bestimmt und iterativ ohne
Multiplikation berechenbar. Zur Berechnung eines Punktes
sind nur 3 Additionen nétig, die gleichzeitig ausgefiihrt
werden konnen.

Die Hardware-Realisierung des Differenzenverfahrens besteht
aus einem Addierer-Register-Modul, der je nach Grad des

zu berechnenden Polynoms entsprechend oft hintereinander
geschaltet wird (Bild 5.25) /50/.

zum DAU

g Je— Qo Punkt

A200 Conic

Bild 5.25: Berechnung eines Polynoms 3-ten Grades

Der ARM stellt eine Erweiterung des Vektorgenerators

nach dem DDA-Prinzip dar. Bei einer Wortlidnge von 16 bit
ist die Rechenzeit fiir einen Iterationsschritt bei

von Look-ahead-Addierern in Schottky-TTL ca.

30 ns.

Einsatz

Das Differenzenverfahren ist bei der Berechnung von Poly-

nomen exakt. Fehler treten nur durch Akkumulation von

Fehlern in den Anfangswerten auf!
durch

Ist eine Kurve gegeben
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Q(u = u'F- @3 u? u 1] A [
(4x4)
so erhdlt man nach n Iterationen
n
0, 11 0 0 Q,
a0, . B3 LB 8% .y {AQOJ (5.38)
&, 00 1 1 £,
&, 00 0 1 N
mit den Anfangswerten
[AQO] - 000 17[8 0o 0 0] AP (5.39)
1 11 0|0 &% 0 o0
6 2 0 of|o o § o
6 0 0 of|0 0 0 1
= \ / 4

Mit der Matrix A werden die Interpolationspolynome bestimmt.
Die Produktmatrix C ist dann bei fester Schrittweite &

fiir alle Kurven gleich, so daB ihre Elemente in einem ROM
zur Verfligung gestellt werden kdnnen. Die Matrizenmulti-
plikation

[AQO] T

kann im DMM ausgefiihrt werden. Uber grafisches Tablett,
Lightper oder Potentiometer kdnnen die Punkte P verindert
und der gewlinschte Kurvenverlauf interaktiv angenihert
werden.

Zur Fldchendarstellunag missen fir jede Rasterlinie

neue Anfangswerte aeladen werden, die ebenfalls iterativ
berechnet werden konnen. Der Vorgana der Iteration wird
mit Bild 5.26 erldutert:

3
AV
z
a, /
7
/
A‘ / / 4
v 3
/)
A‘:, p / / 2
/]
8, 4
4
- 4
a.
S

Bild 5.26: Berechnung der Rasterlinien

In Matrix 0 stehen die Koordinaten des Anfangspunktes Q(o0,0)
und die Differenzen in u-Richtung fir v = o. Diese Differen-
zen sind Polynome 3 -ten Grades in v, deren Differenzen

in v-Richtung in den Matrizen 1 bis 3 stehen.



-47
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Die Fldche wird dann nach folgendem Algorithmus berechnet:

1) Laden der Matrizen M0 - M3

2) Lade M0 in den ARM und berechne eine Rasterlinie

3) Fiithre die Iteration aus (bis n = N )

MO = MO + M1
Ml = M1 + M2
M2: = M2 + M3
M3 = M3

4) Gehe nach 2)

5.6.1.1 Differenzenverfahren ohne Vektorgenerator

Nach dem Differenzenverfahren konnen Kurven- und Flédchen-
punkte mit dem ARM so schnell berechnet werden, daf sich
ein Vektorgenerator eriibrigt. Dieser Vorteil wird aber
durch erhebliche Nachteile aufgehoben:

Die Schrittweite & = 1/N muB so gewdhlt werden, daB die
Darstellung der berechneten Punkte einen geschlossenen
Linienzug ergibt. Dies ist der Fall, wenn N gleich der
Ldnge der Kurve in Rastereinheiten ist. N kann mit einigem
Aufwand ndherungsweise aus der Lénge des in die X-Y-Ebene
projizierten Polygons bestimmt werden. Zur Berechnung der
Anfangswerte muB ein ROM mit vielen Produktmatrizen C
(G1.(5.39)) fir unterschiedliche d -Werte zur Verfiigung
gestellt werden.

Auf Grund der Parametrisierunqg werden Kurven mit starker
Anderung der Krimmung und Fldchen, deren Form erheblich

von der eines Parallelogramms abweicht, unerwiinschte Hellig-

keitsschwankungen aufweisen!

5-438

Fiir ein Polynom 3-ten Grades erhdlt man aus Gl. (5.39):
N 2 N 3
We QN at +(5) & 0+ (5) 48 ¢ (2,40)

Soll eine Kurve aus N = 1000 Punkten bestehen (entspricht
der Bildschirmbreite), so muf der ARM weaen des kubischen
Terms in G1. (5.40) eine Wortlé&nge von 40 bit aufweisen,
damit Q, 10 bit qenau ist.

Da ein Displayprozessor ohnehin liber einen Vektorgenerator
verfigen muB, ist das im ndchsten Kapitel beschriebene
Verfahren vorzuziehen.

5.6.1.2 Differenzenverfahren mit Vektorgenerator

Der in Kapitel 5.1 beschriebene digitale Vektorgenerator

DVG verarbeitet relative Koordinaten aQ (AP). Es bietet
sich daher an, das Differenzenschema um eine Stufe zu ver-
kirzen und nur AQn zu berechnen. Aus G1. (5.38) erhdlt man

n
Aan 1 1 0 AZOO
aQ, ) 0 1 1 Al (5.41)
a0, o o 1f |40,

und mit G1. (5.40) nach N Iterationen

Aty = 80 + N Ao+ (DA o (5.42)

Bei einer Wortldnge des ARM von 24 bit kdnnen, wenn fir
AQy ein Fehler von 103 zugelassen wird, bis zu 120
Iterationen durchgefiihrt werden. Die Praxis hat jedoch
nezeigt, daB die meisten Kurven bzw. Rasterlinien einer
Fldache durch weniger als 100 Vektoren filir das Auge vGllig
glatt wiedergegeben werden. Der DVG schreibt alle Vektoren
mit gleicher Helligkeit, so daB entlana einer Kurve keine



Helligkeitsschwankunaen auf Grund der Parametrisierung
auftreten konnen.

Der groRte Rechenaufwand des Differenzenverfahrens tritt
bei der Bestimmung der Anfangswerte fiir den Tensorspeicher
(Bild 5.26) auf. Diese Werte sind fiir eine Fldche aber

nur einmal zur Verfiigung zu stellen und werden deshalb

am besten softwaremdaBig berechnet. Steht ein Matrizenmul-
tiplizierer zur Verfiaung, so ist auch eine Berechnung

mit Hardware mdglich.

5.6.2 Fldchenberechnung durch Matrizenmultiplikation

Der digitale Matrizenmultiplizierer DMM berechnet die
Transformation (Gl1. (5.16))

p' = p.’[‘

x'sy'sz',w! = XY 52 ,W ¢ 7

[ ] [ ] (4x4)

Wird p durch UT und T durch P ersetzt, so berechnet der
DMM die Kurve

Q (u') LS

Auf diese Weise kOonnen hichstens Kurven 3-ten Grades
berechnet werden. Die Vektoren UT werden fiir das gewéghlte
Interpolations- oder Approximationsverfahren mit einer
vorgegebenen Schrittweite fiir u, 02ué1 (z.8. d = 2-7)
in einem ROM zur Verfiigung gestellt. GrdBere Schrittwei-
ten erhdlt man durch entsprechende ROM-Addressierung.

Die Rasterlinien zur Erzeugung der Flédche

Q (u'yv') = uLP.y

missen in mehreren Schritten berechnet werden. Zuerst
sind die Matrixprodukte PV fiir die v-Rasterlinien bzw.

UT P fir die u-Rasterlinien zu berechnen. Da der Matrix-
speicher des DMM nur 16 Elemente faBt, sind diese Multi-
plikationen fiir jede Komponente von P getrennt auszu-
fiihren und die Ergebnisse in einem zweiten (4x4) Matrix-
speicher festzuhalten. AnschlieBend kann die Rasterlinie
berechnet werden. Fir das wahlweise Berechnen der u- und/
oder v-Rasterlinie wird eine wesentliche Vereinfachuna
erreicht, wenn U = V ist:

Q (u'yv') = UL P. U (5.43)

Man kann dann den Vektor PU unter Ausnutzung der Beziehung
Peu - {u-Pg7 (5.44)

berechnen. In der Hardware wird dies durch Umkodieren des
AdreBzdhlers fiir P geleistet /51/. Zusdatzlich wird ROM-
Kapazitdt eingespart. Trotzdem kdnnen in u- und v-Richtung
verschiedene Schrittweiten gewdhlt werden!

Der Fldchengenerator wurde aus Kostengriinden nach dem
Prinzip der Matrizenmultiplikation realisiert,obwohl
das Differenzenverfahren wegen der hdheren Rechenge-
schwindigkeit besser geeignet ist. In Bild 5.27 ist
das FluBdiagramm des Rechenalgorithmus dargestellt.

Bild 5.28 zeigt das Blockschaltbild des Flachengene-
rators.
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Die folgenden Photographien zeigen Rasterpunkte Qfu* ")
von B-Spline-Fldchen, die mit der beschriebenen Hardware
berechnet wurden.

Steht der verbesserte Matrizenmultiplizierer nach Kapitel
5.5 zur Verfiigung, so kann die Rechenzeit fir eine Fldche
auf ein Drittel reduziert werden /52/.

T I e B N A St )
L T T R T I R R )

(R T R B )

DR RN R RO
R I RO )
L T T R T N SR T )

L T R R S A T )

Bild 5.29: Fléchen 2-ten Grades (Au =Av = 0,1)

Rechenzeit 1,2 ms
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u-Linien
Au=0,1
av=0,02

v-Linien
au=0,02
av=0,1

u-und
v-Linien

ﬁildwﬁ.BQ: Fléche 2-ten Grades

Rechenzeit 4,2 ms
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u-Linien

-\I . :
el v-Linien
, } Au=0,033

it

u-und
v-Linien

Rild B M+ Fi1%~ha 2-%+an fradac

5.7 Modulare Display Hardware

Mit den in Kapitel 5 beschriebenen digitalen Komponenten
ist ein modulares Konzept fiir eine Hardware zur Berechnung,
Transformation und Darstellung dreidimensionaler Objekte

in Echtzeit mdglich. Der Hardwareaufwand ist damit aut an
die Erfordernisse der Anwendung anzupassen. Die einzelnen
Komponenten seien hier noch einmal aufgezdhlt:

Digitaler Vektorgenerator DVG
2) Digitaler Kreisgenerator DKG
Digitaler Matrizenmultiplizierer DMM

)
)
)
) Verbesserter DMM mit digitalem Dividierer
) Fldchengenerator auf der Basis des DMM

)

O B W N

Fldchengenerator nach dem Differenzenverfahren

Die Numerierung entspricht dem Ausbau vom einfachen Vektor—
zum Hochleistungsdisplay.

Zwei wichtige Komponenten fehlen in dieser Aufstellung:
eine "Windowing Hardware" und ein "Hidden line processor".
Das erste Problem wurde im Rahmen dieser Arbeit nicht be-
ricksichtigt. Eine Hardware-Losung dafiir wurde in /53/
angeaeben. Zur Losung des Verdeckungsproblems in Echtzeit
wird in Kapitel % ein Yorschlag gemacht.

Mit den vorhandenen Komponenten 138t sich das in Bild 5.32
dargestellte Hochleistungsdisplay bauen. Es kommt dem in
/34/ vorgeschlagenen Konzept sehr nahe.
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Bild 5.32: Blockschaltbild eines Hochleistungsdisplavs
mit den beschriebenen Komponenten

6. Zukiinftige Arbeiten

Das in dieser Arbeit vorgeschlagene Verfahren zur Er-
zeugung schattierter réumlicher Objekte auf dem Bildschirm
arbeitet ohne Entfernung der verdeckten Flidchen. Durch die
Intensitdtssteuerung wird im Bereich der Verdeckungen der
Eindruck eines durchscheinenden Kdrpers erzeuat (Bild 4.4,
Liegen mehrere Fldchen sehr dicht hintereinander, so wird
trotz Intensitédtssteuerung wegen des summierenden Effekts
im Phosphor im Bereich der Verdeckungen eine starke Auf-
hellung eintreten, die nicht den berechneten Lichtverhilt-
nissen auf der Oberfldche entspricht. Hier kann nur die
Entfernuna der verdeckten Fldachen Abhilfe schaffen. Dies
ist theoretisch in Echtzeit moglich:

Die Fldchenpunkte Q (u',v') werden digital berechnet. Steht
ein schneller Halbleiterspeicher zur Verfiiguna, dessen Zellen
den Bildschirmpunkten entsprechen, so kann vor der Helltastung
eines neuberechneten Fldchenpunktes der Speicher auf "besetzt"
oder "frei" abgefragt werden. Im "frei"-Fall wird der Punkt
auf dem Bildschirm geschrieben und die korrespondierende
Speicherzelle in den "besetzt"-Zustand gebracht. Dieses Ver-
fahren hat den Nachteil, daB zwar Doppelbeschreibungen des
Bildschirms vermieden werden, aber nicht notwendigerweise

die verdeckten Fléchen unterdriickt werden! Dies kann geleistet
werden, wenn man fiir jeden Punkt auch die Z-Koordinate oder
den Intensitdtswert abspeichert. Nach einer Bildwiederholung
(20 ms) steht dann im Speicher das digitalisierte Bild, das
durch zeilenweises Auslesen auch auf einem Fernsehmonitor dar-
gestellt werden kann. Beim augenblicklichen Stand der Preise
und der Technologie der Halbleiterspeicher ist dieses Verfah-
ren zur Unterdriickung der verdeckten FliZchen nicht realisier-
bar. Abgesehen davon sind aber auch noch Untersuchungen anzu-
stellen, wie Speicherplatz eingespart werden kann, da meist
nur 30 % des Bildschirms ausgenutzt werden.



7. Literaturverzeichnis

/1/

12l

14/

/5/

/6/

17/

/8/

19

/10/

/117

/127

/13/

/14/

115¢

COONS, S.A., 'Surfaces for computer-aided design
of space figures', M.I.T. ESL 9442-M-139, Jan. 1964

SUTHERLAND, E.I., SPROULL, R.F., SCHUMACHER, R.A.,
'A characterization of 10 hidden-surface algorithms',
E&S Computer Corporation, Salt Lake City, 1973

ECKERT, R. ENCARNACAO, J.
HHI-Bericht Nr. 148/1973

» MAHNKOPF, P., 'FLAVIS',

WYLIE, C., ROMNEY, G., 'Half-tone perspektive drawings
by Computer',AFIPS Proc. FJCC 31, Nov. 1967

GOURAUD, H., 'Computer Display of curved surfaces',
University of Utah, June 1971

NEWELL, M.E., NEWELL, R.G., SANCHA, T.L., 'A solution
to the hidden surface problem', CAD-Center, Cambridge, 1972

BEZIER, P., 'Numerical Control', John Wiley & Sons,
London, New York

BEZIER, P., 'Systéme UNISURF', Automatismes, Vol. 13,
No 5, May 1968
MAXWELL, E.A., 'The methods of plane projective geometry

based on the use of general homogeneous coordinates',
Cambridge University Press 1946

ROBERTS, L.G., 'Homogeneous matrix representation and
manipulation of N-dimensional constructs', The Computer
Display Review, C.W. Adams ASSOC., Cambridge, Mass. 1966

LEE, T.M.P., 'A class of surfaces for computer display',
SJCC 1969

FORREST, A.R., 'The twisted cubic curve', University

of Cambridge, CAD Group Document No. 50, Nov. 1970

AHUJA, D.V., COONS, S.A., 'Interactive graphics in data
processing', IBM Systems Journal, 1968

GORDON, W.J., Distributive lattices and the approximation
of multivariate functions', Proc. Symp. Approximation with
special emphasis on spline functions, Academic Press,

New York 1969

FORREST, A P ‘Mathematical principles for curve and
surface representation', Proc. Curved Surfaces in
engineering, IPC Science and lechnology Press Ltd.,
pp 5-13, 1972

/16/

/17/

/18/

/19/

SABIN,
Curved Surfaces in engineering,
Technology Press Ltd.,

M.A., 'Numerical Master Geometry', Proc.
IPC Science and

1972

BOHM, W., 'Zur Darstellung von Fldchen in der Daten-
verarbeitung', Angewandte Informatik 8/71

BJORCK, A., DAHLQUIST, G., 'Numerische Methoden',
0ldenbourg, Minchen, Wien 1972

SABIN, M., A.,
System', Proc.

'The BAC Numerical Master Geometry
Soc. London, A 321, 1971

/19a/ SEEGER, C., 'Kubische Splines', Diplomarbeit TUB 73,\;

/20/

174

122/

/23/

/24/

/25/

/267

127/

128/

/29/

/30/

Betreuer: StrafBer .

COONS, S.A., 'Surfaces for computer-aided design
of space forms', MAC-TR-41, June 1967, M.I.T.

FORREST, A.R.,
Dissertation, University of Cambridge,

'Curves and surfaces for CAD',
1968

FORREST, A.R., 'Interactive interpolation and approxi-
mation by Bézier polynomials', The Computer Journal,
Vol 15, No 1

DAVIS, J.P.,
Blaisdell Publishing Co.,

'Interpolation and Approximation',
1963, pp 108-118

GORDON, W.J., RIESENFELD, F.R., 'Bernstein-Bézier
methods for the computer aided design of freeform curves
and surfaces', GMR-1176, 1972

SCHOENBERG, I.J., 'On variation diminishing approxi-
mation methods', in LANGER, R.E.: On numerical approxi-
mation, University of Wisconsin Press, 1959

CREUTZ, G., 'FLIB'- Ein Programmsystem zum interaktjven
Entwurf von Bézier-Kurven und -Fldchen', Diplomarbeit
TUB 1973, Betreuer: StraBer

FORREST, A.R., 'A new curve form for computer aided
design', University of Cambridge, CAD Document No 66

SCHOENBERG, I.J., 'On Spline functions', in Shisha, 0.:
Inequalities, Academic Press, New York and London, 1967

STRASSER, W., 'Kurven- und Fldchendarstellung', Vor-
Tesungsskript Computer Graphics,72/73 TUuB, Kap. 7

DE BOOR, C., 'On calculating with B-Splines', Journal
of Approximation Theory, Vol 6, No 1, July 72



/31/

/32/

/33/

/34/

/397

/40/

141/

/42/

/43/

/44/

/45/

/46/

7=3

BOLLING, G., 'FABIAN - Ein Programmsystem zum inter-
aktiven Entwurf von B-Spline-Kurven und -Fldchen',
Diplomarbeit TUB 1973, Betreuer: StraBer

ENCARNACAO, J., GILOI, W., SANITER, J., STRASSER, W.,
WALDSCHMIDT, K., 'Programmierungs- und gerdtetechnische
Realisierung einer 4x4-Matrix fiir Koordinatentransfor-
mationen auf Computer-Bildschirmgerdten', Elektron.
Rechenanl. 14, 1972

GOURAUD, H., 'Continuous shading of curved surfaces',
TEEE Transactions on Computers, Vol C-20, No 6, June 71

GILOI, W., 'Hardware-Aspekte von Computer Graphics',
GI-Bericht Nr. 2, 1671

METZDORF, D., 'Digitaler Vektorgenerator', Diplomarbeit
TUB 73, Betreuer: StrafBer

GLAUBERT, W., 'Vektorgeneratoren', Diplomarbeit TUB 1969

STOCK, K., 'Schneller digitaler Vektorgenerator',
Studienarbeit TUB 1974, Betreuer: StraBer

PITTEWAY, M.L.V., 'Algorithm for drawing ellipses or
hyperbolae with a digital plotter', Computer Journal 10
(19€68), S. 282-289

KRAUSE, R., 'Digitaier Kreisgenerator', Diplomarbeit
TUB 72, Betreuer: StraBer

WILHELMI, U., 'Digitaler Kreisgenerator', Diplomarbeit
TUB 73, Betreuer: StraBer

GHEST, R.C., 'New IC multiplies 2-bit by 4-bit number',
Electronics, Nov. 1971

SCHWETER, D., 'Digitaler Matrizenmultiplizierer',
Diplomarbeit TUB 72, Betreuer: StraBer

VOLKMANN, H., 'Digitale Divisionsverfahren', Diplom-
arbeit TUB 73, Betreuer: StraBer

GUILD, H.H., 'Some cellular logic arrays for non-restoring

binary division', Radio and Electronic Engineer, Vol. 39,
No. 6

MAURUS, C., HAMACHER, C.V., 'An augmented iterative
array for high-speed binary division', IEEE Transactions
on Computers, VOL C-22, No. 2, Feb. 73

ANDERSON, S.F. etal, 'The IBM 360/91 floatingpoint
execution unit', IBM Journal, Jan.67

7-4

/47/ PESY, W., 'Schneller digitaler Dividierer', Diplom-

arbeit TUB 73, Betreuer: Strafer

/48/ FERRARI, D., 'A division method using a parallel
multiplier', IEEE Tr. on C., April 1967

/49/ BORGMANN, D., 'Schneller digitaler Dividierer',
Diplomarbeit TUB 73, Betreuer: Strafer

/50/ BUSCHMANN, W., 'Addierer-Register-Modul fir das
Differenzenverfahren', Studienarbeit TUB 73, Betreuer:

StraBer

/51/ SCHIEFEN, G., 'Digitaler Fldchengenerator', Diplom-
arbeit TUB 73, Betreuer: StraBer

/52/ STEIGNER, D., 'Digitaler Fldchengenerator', Diniom-

arbeit TUB 73, Betreuer: StraBer

/53/ SPROULL, F.R. and SUTHERLAND, I.E., "A clipping
divider', FJCC 1968

AbschlieBend mochte ich Herrn Professor Dr.-Ing. Wolfgana
Giloi und Herrn Ass.-Professor Dr.-Ing. J. Encarnacao fir
die Anregung zu dieser Arbeit und wertvolle Diskussionen
danken.

Herrn Dipl.-Ing. Wolfgang Kestner danke ich fiir die Uber-
Jassung einer ersten Version seiner grafischen Sprache,

mit der ich die theoretischen OUberleaungen zur B-Spline-
Approximation am Display sehr schnell iiberprifen konnte.



Anhang B
Anhang A
Die in Kapitel 4.4 beschriebene Steuerung der Linien-

; : stdrke wird durch Einsatz eines Spiralgenerators er-
Durch Einsatz eines schnellen Halteverstirkers hinter

. 3 . reicht. 16 verschiedene Linienstarken ( 0,1 mm -
dem DAU und sorgfdltige Synchronisation von Dateniiber-

; 2,4 mm ) kdonnen eingestellt werden.
nahme in den DAU und Sample-Impulsgenerierung konnte

eine Wortrate von 20 Mhz bei 12 bit Wortldnge ohne sto-
rende Spitzen auf dem Display erreicht werden/+/.

40 MHz
12 bit Takt
[T
Halte-
DAU verstirker Display
4
20 Mhz Load Sample .f
Modulations- 10 MHz
stufe Sdgezahn
S |
Synchronisation 40 Mhz
Taktgenerator
) Bewertungs- Misch- _' Display- Display
% BiE stufe stufe treiber

|

X-Y-Position
vor

dem Halteverstidrker

hinter

/+/ Teich,G.,Walf,G., 'Display-Ansteuerung',Studienar-
beit TUR 74,Betreuer: StraBer
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