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 Wichtiger Preprocessing-Schritt in vielen Anwendungen 

 "Domain discretization" = 

 Komplexes Gebiet (2D oder 3D) wird in einfache Gebiete zerlegt 
(Dreiecke, Tetraeder) 

  Anwendungen: FEM, CFD, VLSI = Simulation = Lösen von PDEs 

 PDEs lassen sich über regelmäßigem Gitter diskretisieren (über 
beliebige Gebiete nicht) 
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http://www.cs.utah.edu/~croberts/courses/cs7962/project/index.html  
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http://donar.umiacs.umd.edu/quadtree/points/prquad.html  
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Drehteller Gray Code 
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  Vergleich: 

DXT1 Uncompressed 

Philipp Klaus Krause  
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  Vorteil: größere Texturen möglich → höhere Qualität 

  Beispiel aus der Unreal Engine: 

uncompressed mit S3TC Unreal Retexturing Project 
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 Die 15 echt verschiedenen Fälle in 3D: 
4/30/09 12:44 PMhttp://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/a7/MarchingCubes.svg

Page 1 of 1
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http://users.polytech.unice.fr/~lingrand/MarchingCubes/accueil.html  
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 Output eines einfachen Marching-Cube-Algorithmus': 
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median along the dimension  
with the widest spread of the points 

the point closest to the center along the  
dimension with longest side of the region 
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Gutartiger Fall Bösartiger Fall 

Alle weißen Blätter muß der NN-Algorithmus besuchen! 
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Andrew Moore, CMU 
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Wei & Levoy 

T I 
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original synthesized 
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original synthesized 
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C Stackless kd-tree traversal for ray-tracing 

Stefan Popov, Johannes Günther, Hans-Peter Seidel, and Philipp Slusallek. 
Nvidia GeForce 8800GTX, CUDA, 2007. 
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Daniel Horn, Jeremy Sugerman, Mike Houston, Pat Hanrahan 
ATI X1900XTX, PixelShader 3.0, 2007 
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Kun Zhou, Qiming Hou, Rui Wang, Baining Guo; SIGGRAPH Asia 2008 
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Boolen Operations Painter's Algorithm 

Stan Melax Paton J. Lewis 
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Interactive hierarchy construction 
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Alejo Hausner - http://www.cs.princeton.edu/~ah/alg_anim/version1/GrahamScan.html  
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  Ein Schritt des inkrementellen Algorithmus': 
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Michael Horn - http://www.eecs.tufts.edu/~mhorn01/comp163/ 
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Tim Lambert - http://www.cse.unsw.edu.au/~lambert/java/3d/hull.html  
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Remco Chang, Thomas Butkiewicz, Caroline Ziemkiewicz, Zachary Wartell, Nancy Pollard, William Ribarsky 
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Achtung: der hier demonstrierte Algo ist in Wahrheit  
etwas komplexer als der in der Vorlesung dargestellte! 
(aber möglicherweise nicht schneller ...) 
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Zerlegung in  
konvexe Surface-Patches 

Konvexe Stücke auf einem 
mittleren Level der Hierarchie 

(grün = orig. Fläche, rot = freie Fläche, 
gelb = "contained") 
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Schönhardt's 
Polyeder 
(1928) 

Thurston- 
Polyeder 
(1971) 

Chazelle's 
Polyeder 
(1984) 
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Jessen's Ikosaeder 
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  Eine der ersten Erwähnungen von René 
Descartes (Cartesius; 1596-1650) in seiner 
Principia Philosophiae, 1644: 

 Stellte sich vor, daß das Universium mit Materie 
gefüllt ist, die von den Sternen angezogen wird 
und um diese herumwirbelt   

 Georgy F. Voronoy (Георгий Ф. Вороной) 
1868 – 1908 

 Geboren in Russland, heutige Ukraine 

 Professor in Warschau 

 Schüler: Delaunay   
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  Schüler von Voronoy (und Grave) 

  Einer der 3 besten russischen Bergsteiger um 
1930 

  Russische Schreibweise: Борис Николаевич 
Делоне 

 Damals war Französisch (und Deutsch) die 
Wissenschaftssprache! 
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 Nicht zu verwechseln mit dem Maler Robert Delaunay ! 

 1885 – 1941 ; wirklich französisch 

Champs de Mars. La Tour rouge. 1911 Homage à Bleriot, 1914 
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http://www.geometrylab.de/VoroGlide/  
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C Verallgemeinerung des Voronoi-Diagramms 

  Andere Distanz-Funktionen 

  Andere Objekte als Sites 

 Höhere Dimension 

  Andere Äquivalenzklassen 

  ... 
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 Delaunay-Tetraeder 

  Bisektoren = Ebenen 

  Edge-Flip: 

Voronoi-Kante 

Voronoi-Site 
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  Slivers in 3D Delaunay Tetrahedralizations: 

  Fazit: die max-min-Winkel-Eigenschaft gilt nur in 2D!   

Diese beiden Ecken  
liegen etwas tiefer 

Delaunay 
Non- 
Delaunay 

Sliver 
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  Komplexität: 
 Ein Voronoi-Diagramm über n Punkten im d-dim. Raum 
 enthält in jeder Dimension d, 0 ≤ j ≤ d-1, eine Anzahl  fj   
 von Facetten, wobei alle 

fj ∈ O
(
n! d

2 "
)
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 Distanz-Funktion zwischen Punkt x und Site pi = 
   

  A.k.a. "Appolonius-Diagramm" 

  Bisektoren = hyperbolische Bögen 

  Beispiel: 

http://www.geometrylab.de/VoroAdd/index.html  

d(x,pi) = ‖x− pi‖ − ri
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 Distanzfunktion: 

  Bisektoren = Geraden 

  Beispiel: 

d(x,pi) = (x− pi)
2 − ri
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  Voronoi-Diagramm mit L1- und L∞-Norm: 

L∞ - Norm 
(supremum/max norm) 

L1-Norm 
(Manhattan norm) 
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  Z.B. auf der Kugel: 

 Bisektoren = Großkreise 
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  In einem Voronoi-Diagramm k-ter Ordnung Vk(S) gehören alle 
diejenigen Punkte des Raumes zur selben Voronoi-Region, die die 
selben k nächsten Nachbarn aus S haben 

  Unterschiede zum klassischen Voronoi-Diagramm: 

 Ein Bisektor kann zu mehreren Begrenzungskanten (-ebenen) beitragen 

 Eine Voronoi-Region muß ihre Generatoren nicht mehr enthalten 
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  Beispiel: 

1-st order 2-nd order 

3-rd order 4-th order 
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Andreas Pollack - http://www.pollak.org/en/otherstuff/informatics/voronoi/  
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  Sites sind jetzt Punkte + 
Liniensegmente 

  Bisektoren = Geraden + 
Parabeln 

  Beispiel: 
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  Anderer Name: Skeleton oder Medial 
Axis 

 Besonders im Fall von geschlossenen 
Objekten 

 Alle Punkte, die gleich weit von 2 Punkten 
des Randes eines Objektes entfernt sind 

 Problem: Stabilität 
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C Äußere Voronoi-Regionen eines Polyeders 

The external  
Voronoi regions of … 
(a)  faces  
(b)  edges 
(c)  a single edge 
(d)  vertices 
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•  Anthropology and Archeology -- Identify the 
parts of a region under the influence of different 
Neolithic clans, chiefdoms, ceremonial centers, or 
hill forts.  

•  Astronomy -- Identify clusters of stars and clusters 
of galaxies (Here we saw what may be the earliest 
picture of a Voronoi diagram, drawn by Descartes 
in 1644, where the regions described the regions of 
gravitational influence of the sun and other stars.)  

•  Biology, Ecology, Forestry -- Model and analyze 
plant competition ("Area potentially available to a 
tree", "Plant polygons")  

•  Cartography -- Piece together satellite 
photographs into large "mosaic" maps  

•  Crystallography and Chemistry -- Study 
chemical properties of metallic sodium ("Wigner-
Seitz regions"); Modelling alloy structures as 
sphere packings ("Domain of an atom")  

•  Finite Element Analysis -- Generating finite 
element meshes which avoid small angles  

•  Geography -- Analyzing patterns of urban 
settlements  

•  Geology -- Estimation of ore reserves in a deposit 
using information obtained from bore holes; 
modelling crack patterns in basalt due to 
contraction on cooling  

•  Geometric Modeling -- Finding "good" 
triangulations of 3D surfaces  

•  Marketing -- Model market of US metropolitan 
areas; market area extending down to individual 
retail stores  

•  Mathematics -- Study of positive definite 
quadratic forms ("Dirichlet tessellation", "Voronoi 
diagram")  

•  Metallurgy -- Modelling "grain growth" in metal 
films  

•  Meteorology -- Estimate regional rainfall 
averages, given data at discrete rain gauges 
("Thiessen polygons")  

•  Pattern Recognition -- Find simple descriptors 
for shapes that extract 1D characterizations from 
2D shapes ("Medial axis" or "skeleton" of a 
contour)  

•  Physiology -- Analysis of capillary distribution in 
cross-sections of muscle tissue to compute oxygen 
transport ("Capillary domains")  

•  Robotics -- Path planning in the presence of 
obstacles  

•  Statistics and Data Analysis -- Analyze statistical 
clustering ("Natural neighbors" interpolation)  

•  Zoology -- Model and analyze the territories of 
animals  
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 Das River-Mile-Koordinatensystem: 

 Wird gerne in großen Wasserwegesystemen angewendet 

 Koordinaten eines Punktes in der Ebene = (l, q) wobei 
l  = gemessen entlang der Mittellinie des Flusses, 
q = Entfernung von Punkt (l, 0) senkrecht zur Tangente in (l, 0)  

  Problem: gegeben ein Punkt (x,y) — welche Koord. (l, q) hat er? 
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Zerlegung der Mittellinie 
in einen fein auf- 
gelösten Polygonzug 

Voronoi-Diagramm dazu 
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C Voronoi-Clustering 

  Aufgabe: 

 Gegeben: Menge von Punkten  

 Gesucht: Partitionierung der Punktmenge in "Cluster" 

 Clustering =  
 maximal intra-cluster similarity and  
 minimal inter-cluster similarity 
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 Das Fairness-Prinzip: "one man, one vote" 

 Ganz einfach ... oder? 

  Einfaches Beispiel: 

 Gesetzliche Kriterien für Wahlbezirke in den USA: 

 Gleiche Anzahl Wähler 

  Jeder Bezirk soll zusammenhängend sein 

 "Kompaktheit" (ist im US-Gesetz nicht klar definiert) 

Wählerverteilung Gleiche Anzahl 
Repräsentanten 

Demokraten 
gewinnen 

Republikaner 
gewinnen 
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  Böses Beispiel: 

"In gerrymandered 
election districts, the 
voters don't choose 
their politicians - the 
politicians choose their 
voters!" 

1990 (?) 
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  Ähnlicher Effekt bei Europawahlen: die Stimme eines Wählers in 
Malta oder Luxembourg hat 10x mehr Gewicht als die eines 
deutschen Wählers! 
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  Eine mögliche Definition von Kompaktheit: 
     Sei  
     eine Menge von Wahlbezirken (districts). 
     Jeder Distrikt  
     enthält eine Menge von Wählern pi . 
     Die Kompaktheit eines Distrikts ist 

     Die Gesamtkompaktheit der Einteilung in Distrikte ist 

D = {D1, . . . , Dk}

Di = {pj , . . . , pl} ⊂ P = {p1, . . . , pn}

c(D) =
|D|∑

i ,j=1

d(pi , pj)

c(D) =
k∑

i=1

c(Di)
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  Theorem: 
        Eine optimale Aufteilung in Wahlbezirke bzgl. Kompaktheit 
        geht aus einem Power-Diagramm hervor. 

  Aufgabe : 
 Konstruiere zu gegebener Menge Wähler (pi) 

eine Menge von Voronoi-Sites mit Gewichten, so daß 

- Voronoi-Sites = "Wahllokale"  

- Gewicht = Maß für die Populationsdichte in dem zugehörigen Distrikt  
(kleines Gewicht = hohe Dichte) 

  Ansatz : 
 Starte mit zufälligen Sites und Gewichten 

 Verschiebe Sites und Gewichte, bis  c(D)  in lokalem Minimum 

∀i : |Di | = n

Erinnerung 
Power-

Diagramm 
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 Gegeben: Grundriß als Menge von Liniensegmenten 

 Gesucht: Pfad (z.B. für autonomes Vehikel = Roboter) mit 
maximalem Abstand zu den Wänden 

http://www.cs.columbia.edu/~pblaer/projects/path_planner/  
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  Lösung:  

  (Verallgemeinertes) Voronoi-Diagramm dazu konstruieren 

 Näheste Voronoi-Knoten zu Start- und Endpunkt suchen 

 Mit Dijkstra-Algo kürzesten Pfad von Start- zu End-Knoten durch 
Voronoi-Graph suchen 
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  Beispiel: Wetterstationen 

  Frage: wo ist die geringste 
Dichte? 

  Ideales Sampling → jeder 
Punkt würde eine Fläche 
von 

abdecken (A = Gesamt-
fläche) 

Ā =
A

n
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  Lösung: 

 Voronoi- und Delaunay-Diagramm berechnen 

 Relative Größe pro Zelle ist 

 Ai > 1 → zu geringe Dichte 

 Sample-Punkte "bestrafen", falls sie dicht 
beieinander liegen relativ zur Größe der Zelle 
→ Distanz zum nearest neighbor 

Ai =
Vi

Ā
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  Frage:  

 Wie sieht die aktive Oberfläche (= Interface) eines Moleküls aus? 

 Welche Atome interagieren mit Atomen aus der Umgebung 

  Eine Lösung: 

 Plaziere zufällig Atome um  
das geg. Molekül herum 

 Berechne das Voronoi- 
Diagramm alle Punkte 

  Interface = Voronoi-Facetten  
zwischen Molekül und  
Umgebungsatomen 
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  Verwende Power-Diagramm oder 
Voronoi-Diagramm mit additiven 
Gewichten 

 Gewicht = Atomradius 

  Berechne "Tiefe" pro Atom: 

 Atome mit einer Voronoi-Facette nach 
außen = Tiefe 1 

 Traversiere Delaunay-Graph breadth-
first von außen nach innen 

  Je tiefer ein Atom, desto geringer sein 
Beitrag zu Wechselwirkungen 
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C Secondary Structure of Proteins 

  Lange Proteine falten sich zu Helices, Knäueln, 
und Flächenstücken 

  Ergibt Wechselwirkungen zwischen Atomen 
(Bindungen), die nicht in der chemischen 
Formel zu sehen sind 

  Frage: gegeben die Positionen der Atome, wie 
sieht die sekundäre Struktur aus? 

 Welche Atome sind "benachbart", welche nicht 

 Wie stark sind sie benachbart? 

  Lösung: Voronoi-Diagramm 

 Benachbart = gemeinsame Voronoi-Facette 

 Stärke der Nachbarschaft = Größe der Facette 

Amino- 
säuren 

Helix Flächen- 
stück 
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  Resultat: Adjazenz-Matrix (grau/schwarz = schwach/stark 
benachbart) 
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C Appolonius-Diagramme in 3D 

Z.B. um die Leerstellen 
in einem Molekül zu 
bestimmen 
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  Erinnerung: BSPs für Visibility-Sortierung 

 Methode: 

 Definiere eine Visibility-Relation auf Voronoi-Regionen 

jeder Punkte der Voronoi-Zelle R2 wird durch einen Punkt der Zelle R1 
bzgl. des Viewpoints v verdeckt 

 Nun gilt: 

- Bew.: klar weil  R1  und  R2  komplett auf verschiedenen Seiten des Bisektors 
zwischen R1  und  R2  liegen. 

R1 ≺v R2

R1 ≺v R2 ⇔ ‖v − p1‖ < ‖v − p2‖
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  Idee: 

 Zunächst alle Pgone 
in Voronoi-Zellen 
clustern 

 Zur Laufzeit nur noch 
die Voronoi-Sites sortieren 
(inkrementell) 

  Ansatz zum Voronoi-Clustering: 

 Zu Beginn eine Zelle pro Polygon mit Schwerpunkt als Site 

 Die kleinste Zelle löschen: 

- Voronoi-Diagramm lokal neu berechnen 

- Polygone der kleinsten Zelle den Nachbarzellen zuordnen 

 Abbruch falls keine Zelle mehr aufgelöst werden kann, ohne  daß eine 
zyklische Visibility-Ordnung in einer Zelle entsteht 
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C Voronoi-Diagramme in der Natur 

Seifenblasen in einem 
Glasrahmen 

Bienenwaben 
(centroidal Voronoi tesselation) 
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Libellenflügel 
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C Voronoi-Diagramm in der interaktiven Kunst 
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